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Abstract

The work presented in this thesis focuses on the study of some properties of
Lebesgue and Sobolev spaces, Lp(x) and W 1,p(x) , where p is a real-valued function.
These results provide the necessary framework for the study variational problems,
elliptic and parabolic equations with non-standard growth conditions depends on
p(x), which has been the subject of intense research in recent years.

keywords : Variable exponents, Lebesgue spaces, Sobolev spaces, Orlicz spaces,
Orlicz-Musielak spaces, Sobolev embeddings.

Résumé
Les travaux présentés dans cette thèse, portent sur l’étude de quelques pro-

priétés des espaces de Lebesgue et de Sobolev à exposant variable ( généralisés ).
Ces résultats fournissent le cadre nécessaire à l’étude de problèmes variationnels et
d’équations elliptiques paraboliques avec des conditions de croissance non standard
depend de p(x), qui ont fait l’objet d’intenses recherches au cours des dernières an-
nées.

mots-clés : Exposant variable, espace de Lebesgue, espace de Sobolev, espace d’Or-
licz, espace d’Orlicz-Musielak, inejection de Sobolev.
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Notation

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.

RN Espace euclidien de dimension N , N un nombre naturel non nul

x Vecteur de RN , x = (x1, x2, ..., xN), xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ N

dµ ou dx Mesure de Lebesgue N -dimensionnelle

|E| ou mes (E) Mesure de Lebesgue d’un ensemble E

|Ω| Mesure de l’ensemble Ω

p.p. presque partout

χE Fonction caractéristique de E

Ω Ouvert de RN

∂Ω La frontière de Ω

M(Ω) L’ensemble des fonctions µ−mesurables sur Ω ⊂ RN à valeurs dans R,
S(Ω, µ) L’ensemble des fonctions simples sur Ω ⊂ RN à valeurs dans R,
C0(Ω) L’ensemble des fonctions de C(Ω) à support compact dans Ω

ρ Semi-modulaire ou modulaire

ρ∗ Semi-modulaire (ou modulaire) conjugée

ϕ Fonction d’Orlicz-Musielak

φ(Ω, µ) Ensemble des fonction d’Orlicz-Musielak

ϕ∗ La fonction complémentaire de ϕ

〈., .〉 Crochet de dualité entre X et son dual∫
Ω
f(x) dµ Intégrale de f sur Ω par rapport à la mesure de Lebesgue

supp f Support de la fonction f

∇f = Df = ( ∂f
∂x1
, ∂f
∂x2
, ..., ∂f

∂xN
) Gradient de f

div f Divergence du vecteur u, divf = ∂f
dx1

+ ∂f
dx2

+ ...+ ∂f
dxN

fn → f d enote que la suite {fn} converge vers f

fn ⇀ f d enote que la suite {fn} converge faible vers f

Lp(Ω) = {u : Ω→ R mesurable et
( ∫

Ω
|u(x)|p

)1/p
dx < +∞ tel que 1 ≤ p <∞}

‖u‖p =
( ∫

Ω
|u(x)|pdx

)1/p
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5

L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable ,∃M > 0 | |u(x)| ≤Mp.p.} La norme est notée ‖ · ‖L∞
q Conjugué de Hölder de p : q = p

p−1

p? L’exposant de Sobolev associé à p : p? = Np
N−p

C∞0 (Ω), ou D(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Ω,

à support compact dans Ω

ρp(.)(f) =
∫

Ω
|f(x)|p(x) dx <∞,

z(f) =
{
λ > 0 : ρp(.)(f/λ) ≤ 1

}
M =

{
f ∈ Lp(x)(Ω) : ρp(f) ≤ 1

}
,

Clog(Ω) =

{
p ∈ C0 ¯(Ω)

∣∣∣∣∣
{
∀x, y ∈ Ω, |x− y| < 1/2,

|p(x)− p(y)| ≤ ω(|x− y|)

}
,

Lp(·)(Ω) Espace de Lebesgue généralisé,

Lp(.)(Ω) =
{
f mesurable sur Ω : ρp(.)(f) <∞

}
Wm,p(·)(Ω)Espace de Sobolev généralisé

W
m,p(·)
0 (Ω)Adhérence de C∞0 (Ω) dans Wm,p(·)(Ω)

W−m,p′(·) Dual de Wm,p(·)
0 (Ω)

X? Espace dual de X

ρϕ Modulaire d’Orlicz-Musielak

Lϕ(Ω, µ) Espace d’Orlicz-Musielak

P (Ω) L’ensemble des exposants variables définis sur un ouvert Ω ⊂ RN

p+, p− sup ess et inf ess de p

‖ · ‖◦ϕ Norme d’Orlicz

‖ · ‖ϕ Norme de Luxemburg

‖ · ‖Aϕ Norme d’Amemiya

↪→ Injection continue

↪→↪→ Injection compacte



Introduction Générale

Les équations aux dérivées partielles sont omniprésentes dans les sciences puis-

qu’elles apparaissent aussi bien en dynamique des structures ou en mécanique des

fluides que dans les théories de la gravitation, de l’électromagnétisme (équations

de Maxwell), ou des mathématiques financières (équation de Black-Scholes). Elles

sont primordiales dans des domaines tels que la simulation aéronautique, la synthèse

d’images, ou la prévision météorologique. Enfin, les équations les plus importantes

de la relativité générale et de la mécanique quantique sont également des EDPs (voir

[18, 24]).

Comme les espaces Lp généralisent les espaces L2 des fonctions de carré in-

tégrable, mais aussi les espaces lp de suites de puissance p-ième sommable . Di-

verses constructions étendent encore cette définition à l’aide de distributions ou

en se contentant d’une intégrabilité locale. Tous ces espaces constituent un outil

fondamental de l’analyse fonctionnelle en permettant la résolution d’équations par

approximation avec des solutions non nécessairement dérivables ni même continues

(voir [1, 6, 7]).

les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particulièrement adaptés à la

résolution des problèmes d’équation aux dérivées partielles. Ils doivent leur nom au

mathématicien russe Sergueï Lvovitch Sobolev .

Plus précisément, un espace de Sobolev est un espace vectoriel de fonctions muni

de la norme obtenue par la combinaison de la norme Lp de la fonction elle-même et

de ses dérivées jusqu’à un certain ordre. Les dérivées sont comprises dans un sens

faible, au sens des distributions afin de rendre l’espace complet. Les espaces de So-
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bolev sont donc des espaces de Banach.

Intuitivement, un espace de Sobolev est un espace de Banach de fonctions pouvant

être dérivées suffisamment de fois, pour donner sens par exemple à une équation aux

dérivées partielles et muni d’une norme qui mesure à la fois la taille et la régularité

de la fonction. Les espaces de Sobolev sont un outil essentiel pour l’étude des équa-

tions aux dérivées partielles. En effet, les solutions de ces équations appartiennent

plus naturellement à un espace de Sobolev qu’à un espace de fonctions continues

partiellement dérivables au sens classique (voir [7, 12]).

Par ailleurs, les travaux présentés dans cette thèse concernent quelques propriétés

des espaces de Lebesgue et de Sobolev à exposant variable aussi les espaces d’Orlicz

( qui est une extension de l’espace de Lebesgue ), plus de détails voir par exemple

([2, 3, 5, 9, 11, 14, 15, 17, 21]).

Cette thèse est organisée en trois chapitres.

Le premier chapitre, on expose briévement l’historique des espaces de fonctions à

exposant variable et les espaces fonctionnels notamment, espace de Lebesgue à expo-

sant variable ( généralisé, qui sont un cas particulier des espaces d’Orlicz-Musielak

et une généralisation des espaces de Lebesgue classiques Lp ) et leur propriétés.

Dans le deuxième, on expose les espaces fonctionnels notamment, espace de Sobolev,

espace de Sobolev à exposant variable (généralisé) et leur propriétés.

Dans le dernier chapitre, on expose une généralisation de l’espace d’Orlicz ( qui est

une extension de l’espace de Lebesgue ) ou l’espace connu comme habituelle espace

d’Orlicz-Museilak et leur propriétés.

Pour comprendre le role de l’exposant variable dans les problème a la restauration

d’image, la modélisation de fluides électrorhéologiques, thermorhéologiques, élas-

ticité, biologie mathématique et le domaine des processus de filtration en médias

complexe nous rappelons certaines travails dans [4, 8, 11, 19, 22, 23].



Chapitre 1

Espaces de Lebesgue à exposant
variables

Côté historique [2]

Les espaces de Lebesgue à exposant variables sont apparus dans la littérature

pour la première fois déjà dans un article 1931 par Orlicz, quand il a considéré

l’espace fonctionnel Lϕ(Ω, µ) défini par

Lϕ(Ω, µ) =
{
f ∈M(Ω, µ), tel que ρ(λf) =

∫
Ω

ϕ(λ|f(x)|)dx < +∞, pour un certain λ > 0
}
.

où ϕ est une fonction convexe dite fonction d’Orlicz qui possède des propriétés

analogues à celles de la fonction puissance, qui définie les espace de Lebesgue usuels.

Par la suite H. Nakano s’est concentré sur l’étude des propriétées principales de la

fonction ρ, ce qui l’a amené à définir une classe plus large d’espaces fonctionnels,

appelés espaces modulaires. En 1959 W. Orlicz et J. Musielak ont développé la

théorie des espaces d’Orlicz-Musielak, qui sont un exemple d’espaces modulaires,

défini de la même manière que les espaces d’Orlicz, en considérant une fonction ϕ

définie sur Ω × [0; +∞[ à valeurs dans [0; +∞] ; telle que, ϕ(·, t) est mesurable, et

ϕ(x, ·) est une fonction d’Orlicz, ϕ(x, t) est appelée fonction d’Orlicz généralisée ou

encore fonction de Orlicz-Musielak.

1.1 Les espaces Lp

Dans cette partie nous présentons un rappel sur les espaces Lp avec 1 ≤ p <∞.
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CHAPITRE 1. ESPACES DE LEBESGUE À EXPOSANT VARIABLES 9

Définition 1.1 [6] soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on pose

Lp = {f : Ω −→ R; f mesurable et |f |p ∈ L1 (Ω)} .

On note

‖f‖Lp =
(∫

Ω
‖f (x)‖p dx

) 1
p .

la démonstration que ‖.‖Lp est une norme sur Lp, voir [6].

Définition 1.2 [6] On pose

L∞ (Ω) = {f : Ω −→ R, f mesurable et ∃C telle que |f (x)| ≤ Cp.p.surΩ} .

On note

‖f‖Lp = Inf {C; |f (x)| ≤ C p.p. sur Ω} .

la démonstration que ‖.‖Lp est une norme sur L∞, voir [6].

Notation soit1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par p′ l’exposant conjugué de p i.e,
1

p
+

1

p′
= 1.

Théorème 1.1 ( Inégalié de Hölder ) [7]

soient f ∈ Lp et g ∈ Lp avec 1 ≤ p ≤ ∞. Alors f.g ∈ L1 et∫
|fg| ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lp .

preuve Pour la preuve voir [7]

Théorème 1.2 (Fisher-Riesz) [6]

Lp est une espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

preuve Pour la preuve voir [6]

Théorème 1.3 [7]

Lp(Ω) est reflexif, pour 1 < p <∞.

preuve Pour la preuve voir [7]

Théorème 1.4 [7]

Lp (Ω) est séparable, pour 1 ≤ p ≤ ∞.

preuve Pour la preuve voir [7]
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1.2 Espace Modulaire

Dans cette partie introductif nous présentons une classe importante d’espaces

fonctionnels appelés espaces modulaires, nous nous intéressons aux propriétés et

résultats essentiels pour l’étude des espaces de Lebesgue à exposant variables.

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.3 [15] Soit X un espace vectoriel sur le corps K. La fonction ρ :

X −→ [0,∞] est dite semimodulaire dans X , si les propriétés suivantes sont satis-

faisantes :

1. ρ (0) = 0.

2. ρ (λx) = ρ (x) ,∀x ∈ X , λ ∈ K , avec |λ| = 1.

3. ρ est continue á gauche.

4. ρ (λx) = 0,∀λ > 0 implique x = 0.

le semimodulaire ρ est dit continu si ,

5. l’application λ −→ ρ (λx) est continue dans (0,∞] , pour x ∈ X

Remarque 1.1 [15]

1. Le semimodulaire est toujours convexe.

2. Le semimodulaire est dit modulaire si, ρ (x) = 0 implique x = 0 .

Exemple 1.1 Si 1 ≤ p <∞ et Ω ⊂ Rn, alors

ρp (f) =

∫
Ω

|f (x)|p dx,

definer un modulaire continu sur l’ensemble des fonctions mesurables sur Ω.

Définition 1.4 [15] Si ρ est un semimodulaire ou modulaire dans X , alors

Xρ =
{
x ∈ X ; lim

λ−→0
ρ (λx) = 0

}
,

est appelé espace semimodulaire ou espace modulaire (respectivement).
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Théorème 1.5 [11] Soit ρ une semi-modulaire sur X alors Xρ, est un R-espace

vectoriel.

preuve Pour la preuve voir [11]

Remarque 1.2 [15] Puisque ρ (λx) = ρ (|λ|x) require à lim
λ−→0

ρ (λx), avec λ ∈

λ (0,∞], on peut définir Xρ par

Xρ = {x ∈ X , ρ (λx) <∞; pour λ > 0} .

Théorème 1.6 [15] Soit ρ un semimodulaire dans X , alors Xρ est un espace vec-

toriel normè sur le corps K, oú la norme définie par

‖x‖ρ = inf

{
λ > 0, ρ

(
1

λ
x

)
≤ 1

}
.

preuve Pour la preuve voir [11]

Proposition 1.1 (Continuité d’une modulaire) [11] La modulaire ρ est dite

1. continue à droite si lim
λ−→1

ρ(λx) = ρ(x) lim pour tout x ∈ Xρ,

2. continue à gauche si lim
λ−→1

ρ(λx) = ρ(x) lim pour tout x ∈ Xρ,

3. continue si elle est continue à droite et à gauche.

1.2.2 Propriétés de la modulaire et norme

Lemme 1.1 [11]

1. Soit ρ un semimodulaire sur X , alors ‖x‖ρ ≤ 1 et ρ (x) ≤ 1 sont équivalent.

2. si ρ est continu, alors aussi ‖x‖ρ < 1 et ρ (x) < 1 sont équivalents, comme

‖x‖ρ = 1 et ρ (x) = 1.

3. Soient ρ un semimodulaire sur X et xk ∈ Xρ, alors xk −→ 0 pour k −→ ∞

si et seulement si lim
k−→∞

ρ (λxk) = 0 pour tout λ > 0.

preuve Pour la preuve voir [11]
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Corollaire 1.1 [11] Soit ρ un semimodulaire sur X et x ∈ Xρ, alors

— Si ‖x‖ρ ≤ 1,alors ρ (x) ≤ ‖x‖ρ.

— Si ‖x‖ρ > 1, alors ‖x‖ρ < ρ (x).

— ‖x‖ρ ≤ ρ (x) + 1.

preuve Pour la preuve voir [11]

1.2.3 Convergence dans les espaces modulaires

En plus, de la convergence au sens de la norme, on a la convergence modulaire

définie comme suit.

Définition 1.5 [2] Une suite (xn) ∈ Xp sera dite ρ-convergente ou modulaire conver-

gente vers x (on ecrit xn −→ x) s’il existe un λ > 0 tel que

lim
n−→∞

ρ(λ(xn − x)) = 0,

Le résultat suivant caractérise la convergence en norme d’une suite de fonctions en

terme de convergence modulaire. On se réstreint au cas de la convergence vers zéro.

Lemme 1.2 [11] Soit ρ une semi-modulaire sur X et xn ⊂ Xρ alors,

lim
n−→∞

‖xn‖ρ = 0 si et seulement si lim
n−→∞

ρ(λxn) = 0 pour tout λ > 0.

preuve Pour la preuve voir [11].

Proposition 1.2 (de la convergence modulaire) [2]

1. Si xn −→ x et yn −→ y dans Xρ alors pour tout α, β ∈ R(ouC) αxn+βyn −→

αx+ βy.

2. La convergence en norme entraïne toujours la convergence modulaire. La ré-

ciproque n’est pas toujours vrai .

preuve Pour la preuve voir [2].
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1.3 Espaces de Lebesgue à exposant variables

Nous rappelons dans cette partie quelques définitions et propriétés des espaces

de Lebesgue à exposant variables (voir par exemple [3], [9], [11], [14], [16], [17] pour

les démonstrations et plus de détails et [20, 21] pour la théorie générale des espaces

d’Orlicz).

1.4 Définitions et propriétés

Soient {
Ω ⊂ Rn un domaine ouvert borné,
∂Ω lipschitzienne continue bornée,

(1.1)

et

p : Ω 7−→ (1,∞) une fonction mesurable. (1.2)

Sur l’ensemble des fonctions f : Ω 7−→ R, on définit le fonctionnel

ρp(.)(f) =

∫
Ω

|f(x)|p(x) dx <∞,

et

Lp(.)(Ω) =
{
f mesurable sur Ω : ρp(.)(f) <∞

}
,

qui est un espace linéaire (espace vectoriel). Il est facile de vérifier que

1. ρp(.)(f) ≥ 0 pour chaque f ,

2. ρp(.)(f) = 0 si seulement si f = 0,

3. ρp(.)(f) = ρp(.)(−f) pour chaque f,

4. ρp(.)(f) est convexe,

5. Si |f(x)| ≥ |g(x)| p.p. x ∈ Ω et si ρp(.)(f) < ∞ ,alors ρp(.)(f) ≥ ρp(.)(g)

l’inégalité est stricte si |f | 6≡ |g|,

6. Si 0 < ρp(.)(f) <∞, alors la fonction λ 7−→ ρp(.)(f/λ) est continue et décrois-

sante sur l’intervalle [1,+∞).
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Remarque 1.3 [3] Chaque fonction satisfait les propriétés (1) - (4) est appelée

modulaire convexe.

La propriété (5) est évidente.

Pour prouver la propriété (6), on remarque que p.p. x ∈ Ω, |f(x)/λ|p(x) est

une fonction monotone décroissante par rapport à λ > 0, et ρp(.)(f/λ) est monotone

grâce à (5).

Soit 0 < ρp(.)(f/λ) <∞ et λk ↘ λ. Alors |f(x)/λk| ↗ |f(x)/λ|, le théoreme de

convergence monotone donne la continuité de ρp(.)(f/λ).

Maintenant, nous présentons le fonctionnel

‖f‖p(.),Ω ≡ ‖f‖Lp(.)(Ω) = inf

{
λ > 0 : ρp(.)

(
f

λ

)
≤ 1

}
. (1.3)

Proposition 1.3 [3]

Si 0 < ‖f‖p(.),Ω <∞, Alors ρp(.)(f/ ‖f‖p(.),Ω) ≤ 1.

Preuve —

On prend {γk} telle que γk ↘ ‖f‖p(.),Ω.

En utilisant la définition de ‖f‖p(.),Ω, propriété (6) et la lemme de Fatou, on

deduit

ρp(.)(f/ ‖f‖p(.),Ω) ≤ lim
k−→∞

infρp(.)(f/γk) ≤ 1.

Corollaire 1.2 [3]

Si 0 < ‖f‖p(.),Ω ≤ 1, alors ρp(.)(f) ≤ 1.

Preuve —

ρp(.)(f) =

∫
Ω

|f(x)|p(x) dx ≤
∫

Ω

|f(x)|p(x)

‖f‖p(x)
p(.),Ω

dx = ρp(.)(f/ ‖f‖p(.),Ω) ≤ 1.
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Proposition 1.4 [3] (La norme de Luxembourg de Lp(.)(Ω))

Le fonctionnel

‖.‖p(.),Ω : Lp(.)(Ω) 7−→ [0,∞),

définit une norme sur l’espace Lp(.)(Ω).

Preuve — On veut vèrifier que

1. ‖f‖p(.),Ω ≥ 0 pour chaque f ∈ Lp(x)(Ω),

2. ‖f‖p(.),Ω = 0 si et seulement si f = 0 p.p. x ∈ Ω,

3. ∀µ ∈ R, f ∈ Lp(x)(Ω) ‖µf‖p(.),Ω = |µ| ‖f‖p(.),Ω,

4. ∀f, g ∈ Lp(x)(Ω) : ‖f + g‖p(.),Ω ≤ ‖f‖p(.),Ω + ‖g‖p(.),Ω.

1. La première propriètè est èvidente.

2. Notons

z(f) =
{
λ > 0 : ρp(.)(f/λ) ≤ 1

}
.

Il est clair que pour f = 0, on a z(0) = (0,∞).

Si ‖f‖p(.),Ω 6= 0, d’après la propriètè (6) et Proposition 1.3, on deduit

z(f) = [λ,∞), avec λ = ‖f‖p(.),Ω

De (1.3), on a

‖f‖p(.),Ω = infz(f),

c’est pour ça f = 0, on ‖f‖p(.),Ω = infz(0) = 0.

Supposons, par contradiction, qu’il existe f ∈ Lp(x)(Ω) telle que ‖f‖p(.),Ω = 0,

mais f 6= 0 sur un ensemble de mesure non nulle dans Ω. Cela signifie que∫
Ω

|f(x)|p(x) dx ≥ ε > 0.

pour certains ε > 0.
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Puisque infz(f) = 0, il existe une suite {λk} ⊂ z(f)∩(0, 1) tels que λk −→ 0

et ρp(.)(f/λk) ≤ 1 ce qui est impossible, car

1 ≥ ρp(.)(f/λk) =

∫
Ω

|f/λk|p(x) dx ≥ 1

λk

∫
Ω

|f |p(x) dx ≥ ε

λk
−→∞,

comme k −→∞.

3. Pour chaque constante µ ∈ R, on a

‖µf‖p(.),Ω = inf {λ > 0 : ρp(µf/λ)}

= inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

|µ|p(x)

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1

}

= inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣ f(x)

λ/ |µ|

∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1

}

= inf

{
|µ| δ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)

δ

∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1

}
= |µ| inf {δ > 0 : ρp(µf/δ) ≤ 1}

= |µ| ‖f‖p(.),Ω. .

4. Soit l’ensemble suivant

M =
{
f ∈ Lp(x)(Ω) : ρp(·)(f) ≤ 1

}
,

On remarque que z(f) = {λ > 0 : f/λ ∈M}. Puisque ρp(·)(.) est convexe,

l’ensembleM est aussi convexe.

Pour chaque f, g ∈ Lp(x)(Ω) et un arbitraire ε > 0

f

ε+ ‖f‖p(.),Ω
,

g

ε+ ‖g‖p(.),Ω
∈M,

d’où
θf

ε+ ‖f‖p(.),Ω
,

(1− θ)g
ε+ ‖g‖p(.),Ω

∈M, ∀θ ∈ (0, 1),

grâce à la convexite deM.

Choisissons θ de manière spéciale :

θ

ε+ ‖f‖p(.),Ω
=

1− θ
ε+ ‖g‖p(.),Ω
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⇔ θf

ε+ ‖f‖p(.),Ω
+

(1− θ)g
ε+ ‖g‖p(.),Ω

=
f + g

‖f‖p(.),Ω + ‖g‖p(.),Ω + 2ε
∈M.

qui donne , pour chaque ε > 0

‖f‖p(.),Ω + ‖g‖p(.),Ω + 2ε ∈ z(f + g).

d’où

‖f + g‖p(.),Ω ≤ ‖f‖p(.),Ω + ‖g‖p(.),Ω + 2ε.

Puisque ε est arbitraire, l’inégalité (4) est vraie.

Remarque 1.4 [3]

1. Il découle de la Proposition (1.4) que
(
Lp(·)(Ω), ‖.‖p(.),Ω

)
est un espace vec-

toriel normé.

2. Si p(·) = p, alors
(
Lp(Ω), ‖.‖p

)
c’est l’espace de Lebesgue classique (Banach),

avec ‖.‖p = ρ
1
p
p (f),

3. L’espace Lp(·)(Ω) est un cas particulier des espaces d’Orlicz-Musielak Lϕ(Ω)

qui est constitué de toutes les fonctions f sur Ω tel que∫
Ω

ϕ(x, λf(x))dx <∞ pour certains λ > 0,

où ϕ : Ω × R 7−→ [0,∞) est une fonction mesurable positive semi-continue

inférieurement et convexe, même pour p.p x ∈ Ω, de plus satisfait la condition

lim
f−→0

ϕ(x, f) = ϕ(x, 0) = 0

Pour les espaces Lebesgue-Orlicz Lp(·)(Ω) = Lϕ(Ω) avec ϕ(x, f) = |f |p(x).

(pour plus de détails, voir le chapitre 3 sous dessous)

Dans ce qui suit nous utilisons la notation suivante

p− = ess inf
x∈Ω

p(x), p+ = ess sup
x∈Ω

p(x).
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Proposition 1.5 [3]

Si p+ <∞, alors pour chaque f avec 0 < ‖f‖p(.),Ω <∞, on a

ρp(.)(f/ ‖f‖p(.),Ω) = 1.

Preuve — En vertu de la Proposition 1.3, il suffit de vérifier que l’inégalité

ρp(.)(f/ ‖f‖p(.),Ω) < 1 est impossible. Pour chaque 0 < λ ≤ ‖f‖p(.),Ω

ρp(.)(f/λ) =

∫
Ω

|f |p(x)

λp(x)
dx

=

∫
Ω

(
|f |

‖f‖p(.),Ω

)p(x)(‖f‖p(.),Ω
λ

)p(x)

dx

≤

(
‖f‖p(.),Ω

λ

)p+

ρp(.)(f/ ‖f‖p(.),Ω).

Si ρp(.)(f/ ‖f‖p(.),Ω) < 1, on peut choisir λ < ‖f‖p(.),Ω tel que ρp(.)(f/λ) ≤ 1, ce qui

contredit avec la définition de la norme ‖f‖p(.),Ω.

Corollaire 1.3 [3]

Pour p+ <∞, les propriétés (2) et (4) de ρp(.)(f) et la proposition 1.5 donnent

Si ‖f‖p(.),Ω ≤ 1, alors ρp(.)(f) ≤ ‖f‖p(.) .

Supposons maintenant que

∀p.p.x ∈ Ω p(x) ∈ [p−, p+] ⊂ (1,∞). (1.4)

La relation entre la norme de Lp(.)(Ω) et le modulaire ρp(.)(.) est donnée par le lemme

suivant.

Lemme 1.3 [3]

Si p(·) vérifie les conditions (1.2) et (1.4) .Alors pour chaque f ∈ Lp(.)(Ω), on a

min
{
‖f‖p

−

p(.),Ω , ‖f‖
p+

p(.),Ω

}
≤ ρp(.)(f) ≤ max

{
‖f‖p

−

p(.),Ω , ‖f‖
p+

p(.),Ω

}
. (1.5)
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Preuve — Tout d’abord, on suppose que µ = ‖f‖p(.),Ω 6= 0 et considérons la

fonction la fonction h(x) = f(x)/µ. D’après la proposition 1.5, on a h ∈ Lp(.)(Ω)

avec ‖h‖p(.),Ω = 1. D’autre part,

1 = ‖h‖p(.),Ω ≤ ρp(.)(h) ≤

{
µ−p

+
ρp(.)(f) Si µ ≤ 1,

µ−p
−
ρp(.)(f) Si µ > 1,

d’où ρp(.)(f) ≥ min
{
µp

+
, µp

−
}
.

De plus,

ρp(.)(f) =

∫
Ω

|f(x)|p(x) dx =

∫
Ω

µp(x) |h(x)|p(x) dx ≤

{
µp
−

Si µ ≤ 1,

µp
+

Si µ > 1,

qui donne ρp(.)(f) ≤ max
{
µp
−
, µp

+
}
. Si ‖f‖p(.),Ω = 0, alors f = 0 p.p. ∈ Ω et

ρp(.)(f) = 0 par la propriété (2) du modulaire.

On peut représenté le lemme1.3 sous comme suit :

Corollaire 1.4 [3]

Si p(·) vérifie les conditions (1.2) et (1.4) .Alors pour chaque f ∈ Lp(.)(Ω), on a

min

{
ρ

1
p−

p(.)(f), ρ
1
p+

p(.)(f)

}
≤ ‖f‖p(.),Ω ≤ max

{
ρ

1
p−

p(.)(f), ρ
1
p+

p(.)(f)

}
. (1.6)

Remarque 1.5

Si l’exposant p est constant, alors p+ = p− et (1.5), (1.6) implique que ρp(f) =

‖f‖pp,Ω.

Corollaire 1.5 [3]

Il résulte de (1.5) et (1.6) que, si p(·) vérifie les conditions (1.2) et (1.4). Alors pour

chaque f ∈ Lp(.)(Ω), on a

1. ‖f‖p(.),Ω = 1⇔ ρp(.)(f) = 1,

2. ‖f‖p(.),Ω < 1⇔ ρp(.)(f) < 1,

1. ‖f‖p(.),Ω > 1⇔ ρp(.)(f) > 1.
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Lemme 1.4 [3]

Soit {fn} est une suite des fonctions fn ∈ Lp(.)(Ω) et f ∈ Lp(.)(Ω) avec p(x) vérifie

les conditions (1.2) et (1.4). Alors

‖fn − f‖p(.),Ω −→ 0 si et seulement si ρp(.)(fn − f) −→ 0, comme n −→∞.

Preuve — La preuve est facile grâce au lemme 1.3.

Lemme 1.5 [3]

Soit les fonctions p(x) et q(x) vérifient les conditions (1.2) et (1.4). Si p(x) ≥ q(x)

p.p. dans Ω, alors Lp(.)(Ω) ⊂ Lq(.)(Ω).

Preuve— En vertu du Lemme 1.3, il suffit de vérifier que la condition ρp(.)(u) <∞

donne ρq(.)(u) <∞. En utilisant l’inégalité de Young, on obtient

ρq(x)(u) ≤
∫

Ω

(
q(x)

p(x)
|u|p(x) +

p(x)− q(x)

p(x)

)
dx

≤
∫

Ω

(
1 + |u|p(x)

)
dx = |Ω|+ ρp(.)(u). (1.7)

Lemme 1.6 (Inégalié de Hölder) [3]

Soit p(·) vérifie les conditions (1.2) et (1.4).

Pour chaque f ∈ Lp(x)(Ω) et g ∈ Lp′(x)(Ω) avec p′(x) =
p(x)

p(x)− 1
, l’inégalité suivante

est vraie :∫
Ω

|fg| dx ≤
(

1

p−
+

1

p′−

)
‖f‖p(.),Ω ‖g‖p′(.),Ω ≤ 2 ‖f‖p(.),Ω ‖g‖p′(.),Ω . (1.8)

Preuve — Soit ‖f‖p(.),Ω = λ et ‖g‖p′(.),Ω = µ et supposons que λ 6= 0, µ 6= 0.

d’apres Inégalité de Young,pour p.p. x ∈ Ω

|f(x)g(x)| = λµ

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣g(x)

µ

∣∣∣∣
≤ λµ

(
1

p(x)

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

+
1

p′(x)

∣∣∣∣g(x)

µ

∣∣∣∣p′(x)
)

≤ λµ

(
1

p−

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

+
1

(p′)−

∣∣∣∣g(x)

µ

∣∣∣∣p′(x)
)
. (1.9)
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d’apres Proposition 1.5

ρp(.)(f/λ) = 1, ρp(.)(g/µ) = 1. (1.10)

En intégrant (1.9) sur Ω et appliquer 1.10 on obtient,∫
Ω

|f(x)g(x)| ≤ λµ

(
1

p−
ρp(.)(f/λ) +

1

(p′)−
ρp(.)(g/µ)

)
=

(
1

p−
+

1

(p′)−

)
‖f‖p(.),Ω ‖g‖p′(.),Ω .

Soit λµ = 0.supposons que λ = 0. Alors f = 0 p.p. dans Ω,∫
Ω

|f(x)g(x)| dx = 0.

1.4.1 Normes équivalentes sur Lp(.)(Ω)

Soit f ∈ Lp(.)(Ω), on définit

|f |p(.),Ω = sup
ρp′(.)(g)≤1

∫
Ω

f(x)g(x)dx, p′(x) =
p(x)

p(x)− 1
. (1.11)

Proposition 1.6 [3][La norme d’Orlicz deLp(.)(Ω)]

|.|p(.),Ω : Lp(.)(Ω) 7−→ R,

définit une norme sur Lp(.)(Ω).

Preuve — Pour la preuve voir [3].

Proposition 1.7 Si |f |p(.),Ω <∞ et ρp′(.)(g) <∞, Alors∣∣∣∣∫
Ω

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤
{
|f |p(.),Ω Si ρp′(.)(g) ≤ 1,

|f |p(.),Ω ρp′(.)(g) sinon.

Proposition 1.8 [3] Soit p(x) vérifie (1.2) et (1.4). Si ρp(.)(f)∞ et |f |p(.),Ω ≤ 1,

alors ρp(.)(f) ≤ 1.

Preuve — Pour la preuve voir [3].
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Proposition 1.9 [3] Soit p(x) vérifie (1.2) et (1.4).Si |f |p(.),Ω ≤ 1, alors ρp(.),Ω(f) ≤

|f |p(.),Ω.

Preuve — Supposons d’abord que ρp(f) <∞. Soit

g(x) = |f(x)|p(x)−1 signef(x), x ∈ Ω.

Alors

ρp(.)(f) =

∫
Ω

|f |p(x) dx =

∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤ |f |p(.),Ω .

Pour vérifie que èse ρp(.)(f) <∞, on considére la suite de troncatures

fk(x) = min {k, |f(x)|}χGk , k ∈ N,

alors que
{
G{k}

}
est une suite d’ensembles Gk ⊂ Gk+1 ⊂ Ω tel que Ω =

⋃∞
k=1Gk et

χGk est la fonction caractéristique de Gk, pour tout k ∈ N ρp(fk) <∞ et

|fk|p(.),Ω ≤ |f |p(.),Ω ≤ 1.

Grâce au théorème de convergence monotone de Lebesgue.

Théorème 1.7 [3][Les équivalence enter les normes de Luxembourg et d’Orlicz] .

Soit p(.) vérifie (1.2) et (1.4).Alors

Lp(.)(Ω) =
{
f : |f |p(.),Ω <∞

}
,

et il existe des constantes C1, C2 telles que

C1 ‖f‖p(.),Ω ≤ |f |p(.),Ω ≤ C2 ‖f‖p(.),Ω ∀f ∈ Lp(.)(Ω).

Preuve — Soit f ∈ Lp(.)(Ω). De le corollaire 1.5, l’inégalité ρp′(.)(g) ≤ 1 implique

‖g‖p′(.),Ω ≤ 1, on utilise l’inégalité de Hölder∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤
(

1

p−
+

1

(p′)′

)
‖f‖p(.),Ω ‖g‖p′(.),Ω ≤ 2 ‖f‖p(.),Ω .
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Supposons maintenant que 0 < |f |p(.),Ω <∞. Comme∣∣∣∣∣ f

|f |p(.),Ω

∣∣∣∣∣
p(.),Ω

= sup
ρp′(.)(g)≤1

∫
Ω

f(x)g(x)

|f |p(.),Ω
dx =

|f |p(.),Ω
|f |p(.),Ω

= 1,

Grâce à la proposition 1.9 on a ρp(f/ |f |p(.),Ω) ≤ 1. Par corollaire 1.5

∥∥∥f/ |f |p(.),Ω∥∥∥
p(.),Ω

≤ 1,

d’où ‖f‖p(.),Ω ≤ |f |p(.),Ω Grâce à la définition de la norme de Luxembourg.

Lemme 1.7 [3] Si p(x) vérifie 1.2 et 1.4 , l’espace Lp(.)(Ω) est complet.

Preuve — Soit {fk} est une suite de Cauchy et la fonction fk ∈ Lp(.)(Ω), pour

chaque ε > 0 il existe k0 ∈ N telle que∫
Ω

|fm(x)− fn(x)| |g(x)| dx < ε ∀m,n ≥ k0 (1.12)

et chaque g avec ρp′(.)(g) ≤ 1. Nous décomposons Ω en sous-ensembles disjoints par

paires Gk avec |Gk| <∞ et définir les fonctions

gk =
χGk

1 + |Gk|
, k ∈ N,

Pour qui

ρp′(.)(gk) =

∫
Ω

χGk

(1 + |Gk|)p(x)
dx ≤ |Gk|

1 + |Gk|
≤ 1. (1.13)

En remplaçant g = gk dans (1.12) on obtient l’inégalité∫
Gk

|fm − fn|
1 + |Gk|

dx ≤
∫

Ω

|fm(x)− fn(x)| |gk(x)| dx < ε,

d’oú ∫
Gk

|fm(x)− fn(x)| dx < ε (1 + |Gk|) .
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Il s’ensuit que {fk} est une suite de Cauchy dans L1(Gk) pour chaque k. Extrayons

{fk} sous-suit
{
f

(j)
k

}
et trouver des fonctions f (j) ∈ L1(Gk) tel que

{
f

(1)
k

}
⊂ {fk} : f

(1)
k −→ f (1) p.p dans G1, f (1) ∈ L1(G1),{

f
(2)
k

}
⊂
{
f

(1)
k

}
: f

(2)
k −→ f (2) p.p dans G2, f (2) ∈ L1(G2),{

f
(m)
k

}
⊂
{
f

(m−1)
k

}
: f

(m)
k −→ f (m) p.p dans Gm, f (m) ∈ L1(Gm),

Considérons la suite diagonale
{
f

(m)
m

}
. Comme il s’agit d’une

{
f

(j)
m

}
, alors

f (m)
m −→

∞∑
k=1

f (k)(x)χGk := f(x) p.p.x ∈ Ω.

d’apres (1.12) on a ∫
Ω

∣∣f (m)
m − fn

∣∣ |g(x)| dx ≤ ε

pour chaque m,n ≥ n0 et g tel que ρp′(.)(g) ≤ 1. En appliquant le lemme de Fatou,

nous passons à la limite et concluons que∫
Ω

|fn(x)− f(x)| |g(x)| dx ≤ sup
m∈N,m≥n0

∫
Ω

∣∣f (m)
m (x)− fn(x)

∣∣ |g(x)| dx ≤ ε

pour chaque n ≥ n0 et chaque g telle que ρp′(.) ≤ 1. Donc, |f − fn|p ≤ ε.

Corollaire 1.6 [3] Si les conditions 1.2 et 1.4 sont remplies, Lp(.)(Ω) est un espace

de Banach.

Lemme 1.8 [3] Si p(x) vérifie (1.2) et (1.4), alors Lp(.)(Ω) est réflexif et séparable.

Preuve — Par le lemme 1.7 l’espace Lp(.)(Ω) est complet et sous-espace fermé de

Lp
−

(Ω). Pour p− > 1 l’espace Lp−(Ω) est un espace de Banach réflexif et séparable.

Il s’ensuit que Lp−(Ω) est aussi réflexif et séparable.

Soit p(x) vérifie (1.2) et (1.4). De le corollaire 1.5 on a, ρp(.)(f) ≤ 1 si et seulement

si ‖f‖p ≤ 1.Il suit du Théorème 1.7 que pour chaque g ∈ Lp
′(x)(Ω) l’application

Lp(x)(Ω) Défini par

G(f) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx, f ∈ Lp(x)(Ω),
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est une fonction continue linéaire sur Lp(x)(Ω) avec la norme vérifie les inégalités

suivantes

C1 ‖g‖p′ ≤ ‖G‖ ≤ C2 ‖g‖p′ .

Lemme 1.9 [3] Les conditions suivantes sont équivalentes

1. p ∈ L∞(Ω),

2. pour chaque fonction linéaire continue G sur Lp(x)(Ω) il existe une fonction

unique g ∈ Lp′(x)(Ω) tel que (1.8) Prises.

Corollaire 1.7 Le dual de l’espaced Lp(x)(Ω) est Lp′(x)(Ω) si et seulement si p ∈

L∞(Ω).

1.4.2 Convergence dans les espaces de Lebesgue à exposants
variables

En plus des résultats de convergence obtenus dans le chapitre précédent, nous

donnons d’autres résultats de convergence dans le cas oú Ω est un ouvert de Rn.

Théorème 1.8 Soit Ω et p(.) ∈ P (Ω), supposer p+ <∞.alors pour f ∈ Lp(.)(Ω) et

la suite {fk} ∈ Lp(.)(Ω) les éléments suivants sont équivalents.

1. fk −→ f en norme,

2. fk −→ f en modulaire,

3. fk −→ f en mesure et pour quelque γ > 0, ρ(γfk) −→ ρ(γf).

Théorème 1.9 ( de convergence monotone) soient p ∈ P (Ω) et (fn)n∈N une

suite croissante de fonctions mesurables telle que

(fn)n∈N ⊂ Lp(.)(Ω) et la lim
n−→∞

fn(x) = f(x), alors lim
n−→∞

‖fn‖p(.)(Ω) = ‖f‖p(.).

Lemme 1.10 (Fatou) soient p ∈ P (Ω) et (fn)n une suite de fonctions mesurables

telle que (fn)n ⊂ Lp(.)(Ω) et lim
n−→∞

fn = f µ − p.p, si lim
n−→∞

‖fn‖p(.) < ∞, alors

f ∈ Lp(.)(Ω) et ‖f‖p(.) ≤ lim
n−→∞

‖fn‖p(.).

Théorème 1.10 Lp(.)(Ω) est une espace de Banach pour tout p ∈ P (Ω).
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1.5 Théorèmes d’injection

Nous appelons constante de l’injection Lp(.) (Ω) ↪→ Lq(.) (Ω) ,la plus petite constante

k telle que ‖f‖q(.) ≤ ‖f‖p(.).

Lemme 1.11 [3]

Soit les fonctions p(x) et q(x) vérifient les conditions (1.2) et (1.4). Si p(x) ≥ q(x)

p.p. dans Ω, alors Lp(.)(Ω) ⊂ Lq(.)(Ω).

Lemme 1.12 [3] Soit Ω vérifie la condition (1.1), p(x) vérifie la condition (1.2) et

(1.4) et q = const ≥ 1. Si q ≤ p(x) p.p. dans Ω, alors

‖f‖q,Ω ≤ C ‖f‖p(.),Ω avec la constante C = (1 + |Ω|)
1

q .

Preuve — Pour la preuve voir [3].

Lemme 1.13 [3] Soit les exposants p(x), q(x) vérifient les conditions 1.2 et 1.4 et

p(x) ≥ q(x) p.p. dans Ω. Alors l’injection Lp(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω) est continue.

La norme de l’opérateur l’inclusion ne dépend que de |Ω|, p± et q±

‖f‖q(.),Ω ≤ C ‖f‖p(.),Ω , C = C(|Ω| , p±, q±).

Théorème 1.11 [11] Soient p, q ∈ P (Ω) , on dèfinit l’exposant r ∈ P (Ω) par

1

r(y)
= max

(
1

q(y)
− 1

p(y)
, 0

)
pour tout y ∈ Ω.

1. Si q ≤ p µ-p.p et 1 ∈ Lr(Ω),alors

Lp(.) (Ω) ↪→ Lq(.) (Ω) avec la constante de l’injection k ≤ 2 ‖1‖r(.) .

Avec 1 dèsigne une fonction g(y) = 1∀y ∈ Ω.

2. Si µ est sans atomes et Lp(.) (Ω) ↪→ Lq(.) (Ω) alors

q ≤ p µ− p.p.
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Proposition 1.10 [11] Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ r ≤ ∞.Alors ∀ t ≥ 0 on a

ϕq(t) ≤ ϕp(t) + ϕr(t), (1.14)

et
ϕp(max {t− 1, 0}) ≤ ϕq(t),
ϕr(min {t, 1}) ≤ ϕq(t).

(1.15)

Corollaire 1.8 [11] Soient p, q ∈ P (Ω), on suppose que µ sans atomes et µ(Ω) <∞

alors,

Lq(.)(Ω) ↪→ Lp(.)(Ω) avec la constante de l’injection k ≤ 2(1 + µ(Ω)),

si et seulement si p(y) ≤ q(y)µ− p.p pour y ∈ Ω.

Lemme 1.14 [11] soient p, q, r ∈ P (Ω), Avec p ≤ q ≤ rµ− p.p dans Ω. alors

Lp(.)(Ω) ∩ Lr(.)(Ω) ⊂ Lq(.)(Ω),

Remarque 1.6 Pour démontrer la continuté de

Lp(.)(Ω) ∩ Lr(.)(Ω) −→ Lq(.)(Ω)

voir le théoréme 3.3.11 page 83 du livre [11].

Théorème 1.12 [11] soient p, q, r ∈ P (Ω), avec p ≤ q ≤ rµ− p.p dans Ω. Alors

Lq(.)(Ω) ↪→ Lp(.)(Ω) + Lr(.)(Ω).

Preuve — Soit g ∈ Lq(.)(Ω) avec ‖g‖q(.) ≤ 1, d’prés le Lemme 1.1 ρq(.)(g) ≤ 1.

On définit,

g0 = sign(g)max {|g| − 1, 0} et g1 = sign(g)min {|g| , 1}

alors on obtient,

g = g0 + g1

Par suite

Lq(.)(Ω, µ) ⊂ Lp(.)(Ω, µ) + Lr(.)(Ω, µ).

D’aprés l’inégalité 1.15 de la Proposition 2.2 on a
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ϕp(g0) = ϕp(sign(g) max {|g| − 1, 0}) ≤ ϕq(g) ≤ 1,

et

ϕp(g1) = ϕp(sign(g) min {|g| , 1}) ≤ ϕq(g) ≤ 1.

Grâce au 1.1

|g0‖p(.) ≤ 1 et |g1‖r(.) ≤ 1.

En particulier,

|g‖p(.)+r(.) = inf lim
g=g0+g1

{
‖g0‖p(.) + ‖g1‖r(.)

}
≤ 2 ‖g‖q(.) .

Donc

Lq(.)(Ω) ↪→ Lp(.)(Ω) + Lr(.)(Ω).

1.6 Théorèmes de densité

Théorème 1.13 [11] Soit P (Ω), avec p+ < +∞ alors l’ensemble des fonctions

simples S(Ω) est dense dans Lp(.).

S̄‖.‖p(.)(Ω) = Lp(.)(Ω).

Remarque 1.7 [11] Comme l’ensemble des fonctions simples S(Ω)est un sous en-

semble de L∞(Ω) ∩ Lp(.)(Ω) alors il en découle du Théorème 1.8 que

L∞(Ω) ∩ Lp(.)(Ω) est dense dans Lp(.)(Ω).

Théorème 1.14 [9] Soit p ∈ P (Ω), on suppose que p+ < +∞ alors, l’ensemble des

fonctions bornées á supportcompact est dense dans Lp(.)(Ω).

Corollaire 1.9 [9] Soit p ∈ P (Ω), on suppose que p+ < +∞, alors les ensembles

des fonctions continues à support compact Cc(Ω) est dense dans Lp(.)(Ω).

Cc(Ω)
‖.‖p(.) = Lp(.)(Ω).



CHAPITRE 1. ESPACES DE LEBESGUE À EXPOSANT VARIABLES 29

Remarque 1.8 [9] Soit p ∈ P (Ω), si p+ < +∞ alors

⋂
q>1

Lq(.)(Ω) est dense dans Lp(.)(Ω).

Car cette intersection contient Cc(Ω).

Théorème 1.15 [11] Si p ∈ P (Ω), avec p+ < ∞, alors, l’ensemble des fonctions

indéfiniment dérivables á support compact C∞c (Ω) = D(Ω) est dense dans Lp(.)(Ω).

Lemme 1.15 [3] Si p(x) satisfait 1.2 et 1.4, l’ensemble mesurable et borné dans Ω

fonctions est dense Lp(.)(Ω).

Preuve — Soit f ∈ Lp(.)(Ω), considérons la suite des fonctions fk ∈ Lp(.)(Ω) ∩

L∞(Ω) définie par

fk(x) =

{
f(x) Si |f(x)| ≤ k,

ksingf(x) Si |f(x)| > k,

Puisque |fk| ≤ |f | et fk −→ f p.p. dans Ω, en utilisent théorème de la convergence

dominée de Lebesgue on a, ρp(.)(fk − f) −→ 0 si k −→∞.

Théorème 1.16 [3] Soit p(x) satisfait 1.2 et 1.4. Alors l’ensemble C(Ω) ∩ L∞(Ω)

est dense dans Lp(.)(Ω).

Corollaire 1.10 [3] Dans les conditions de la lemme 1.15 l’espace C∞0 (Ω) est dense

dans Lp(.)(Ω), C∞0 (Ω) est dense dans l’ensemble des fonctions simples, les fonctions

simples sont denses dans C(Ω) ∩ L∞(Ω),et C(Ω) ∩ L∞(Ω) est dense dans Lp(.)(Ω).

Corollaire 1.11 [3] Dans les conditions de la lemme 1.15 l’espace Lp(.)(Ω) est sé-

parable, l’ensemble des polynômes à coefficients rationnels est dénombrable et dense

dans C∞0 (Ω).



Chapitre 2

Espaces de Sobolev à exposant
variables

Les espaces de Sobolev sont omniprésents dans l’étude des équations aux dérivées

partielles elliptiques. Il s’avère donc judicieux d’en faire une brève présentation avant

d’aborder ces équations. Nous reprenons dans cette section certains énoncés de D.

V. Cruz-Uribe et A. Fiorenza [9], L. Diening et ..[11] et X.L. Fan and D. Zhao [14]

pour une présentation plus complète des espaces de Sobolev à exposant variables,

on pourra aussi voir S. Antontsev et S. Shmarev [3], O. Kovác̃ik et J. Rákosník [17]

et V. Radulescu et D. Repovs [22].

2.1 Les espaces W 1,p(·)(Ω)

Soit Ω comme (1.1) et p(x) vérifie les conditions (1.2) et (1.4). L’espace de Banach

W
1,p(.)
0 (Ω) est défini par (voi [3])W

1,p(.)
0 (Ω) =

{
u ∈ Lp(.)(Ω) : |Du|p(x) ∈ L1(Ω), u = 0 on ∂Ω

}
,

‖u‖
W

1,p(.)
0 (Ω)

= ‖u‖p(.),Ω + ‖Du‖p(.),Ω .
(2.1)

2.2 Les Inégalités de Poincaré

Dans cette section, nous donnons des conditions de régularité suffisantes sur

l’exposant p(.) pour les inégalités Poincaré dans les espaces de Sobolev à exposant

variables.

30
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Lemme 2.1 [3]

Soit Ω comme (1.1) et p(x) vérifie les conditions (1.2) et (1.5). Si p(x) ∈ C0 ¯(Ω),alors

il existe une constante finie C > 0 tel que pour tout u ∈ W 1,p(.)
0 (Ω)

‖u‖p(.),Ω ≤ C ‖Du‖p(.),Ω . (2.2)

Preuve — [3] Il suffit de prouver (2.2) pour un ensemble B ∩ Ω,où B est une

boule de rayon si petite que

max
B∩Ω

p(x) ≤ n+ 1

n
min
B∩Ω

p(x). (2.3)

Le choix de B dépend du module de continuité de p(x) dans Ω. on pose

p+ = max
B∩Ω

p(x), p− = min
B∩Ω

p(x).

D’après le théorème d’injection de Sobolev, on a les injections suivantes :

W
1,p(.)
0 (Ω) ⊂ W

1,p(.)
0 (B ∩ Ω) ⊂ W 1,p−(B ∩ Ω) ⊂ Lp

+

(B ∩ Ω) ⊂ Lp(.)(B ∩ Ω).

Puisque p(x) est uniformément continue sur Ω, on peut recouvent Ω par un nombre

fini de boules vérifient (2.3), d’où (2.2).

Remarque 2.1 [3] De l’inégalité (2.2), on peut définir la norme équivalente de

l’espace W 1,p(.)
0 (Ω) par la relation

‖u‖
W

1,p(.)
0 (Ω)

= ‖Ou‖p(.),Ω . (2.4)

Notation 2.1 (Condition de continuité Höldérienne)[3]

Notons par Clog(Ω) l’ensemble des fonctions p(x) qui satisfait les conditions (1.2) et

(1.4) comme suit

Clog(Ω) =

{
p ∈ C0 ¯(Ω)

∣∣∣∣∣
{
∀x, y ∈ Ω, |x− y| < 1/2,

|p(x)− p(y)| ≤ ω(|x− y|)

}
, (2.5)

où ω est une fonction continue telle que

lim
τ−→0+

ω(τ)ln
1

τ
= C < +∞, C = canst.
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Soit ξ(x) être le noyau apaisant de Friedrichs

ξ(x) = k

exp
(
−1

1− |x|2

)
si |x| < 1,

0 si |x| > 1,

k = constantetelleque

∫
Rn
ξ(x)dx = 1.

on pose

ξε(x) = ε−nξ
(x
ε

)
, ε > 0.

Soit f ∈ W
1,p(.)
0 , nous continuons par zéro à l’ensemble de Rn et utiliser le même

notation pour la fonction continue. Considérons la séquence de fonctions

fε(x) = f ∗ ξε ≡
∫
Rn
f(y)ξε(y − x)dy, ε > 0, (2.6)

Il est clair que Ω est borné, il y a une balle BR(0) = {x ∈ Rn : |x| < R} tel que

Ω ⊂ BR(0), et cela suppfε ⊂ BR+1(0) ≡ B pour tout ε ∈]0, 1[.

Lemme 2.2 [3] Soit Ω′ ⊂⊂ Ω (i.e,dist(∂Ω, ∂Ω′)> 0). Si p(x) satisfait (2.5), alors

pour chaque f ∈ Lp(.)(Ω)

‖fε‖p(.),Ω′ ≤ C(‖f‖p(.),Ω + ‖f‖1,Ω), (2.7)

‖fε − f‖p(.),Ω′ −→ 0 comme ε −→ 0 (2.8)

avec un indépendant de f constant C.

Preuve — Il suffit d’étudier le cas ‖f‖p(.),Ω +‖f‖1,Ω = 1, sinon on peut considérer

la fonction escaladé f̃ = f/(‖f‖p(.),Ω + ‖f‖1,Ω). Par la définition

|fε(x)| ≤ ε−n sup
x∈Rn

ξ(x) ‖f‖1,Ω ≤ ε−n. (2.9)

soit

pε(x) = min {p(y) : |x− y| < ε} ≤ p(y).

d’après (2.5)

0 ≤ p(x)− pε(x) ≤ ω(ε) ≤ 2C

ln1
ε

.
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. De plus, pour tous petit ε > 0 l’inégalité ε−nω(ε) ≤ e2nC est vraie avec la constante

C de 2.5. Pour tout 0 < µ < ε−n

µp(x) = µp(x)−pε(x)µpε(x) ≤ µω(x)µpε(x) ≤ e2nCµpε(x)

. On utilise cette inégalité , (2.9) et l’inégalité de Hölder, on trouve que

|fε(x)|p(x) ≤ e2nC |f(x)|pε(x) ≤ C1e
2nC
(

1 + |f(x)|p(x)
)
.

Il donne

ρp(.),Ω′(fε) ≤ C1

(
|Ω|+ ρp(.),Ω(f)

)
≤ C1(1 + |Ω|),

d’où (2.7).

Pour prouver (2.8), on considère la suite des opérateurs régulière :

Sε : Lp(.)(Ω) 7−→ Lp(.)(Ω′)

définie par les formules (2.6). Par (2.7) les opérateurs Sε sont uniformément bornée

dans la norme de l’opérateur et Sεf = fε −→ f uniformément dans Ω′ pour f ∈

C∞0 (Ω). Comme C∞0 (Ω) est dense dans Lp(.)(Ω) (voir corollaire 1.10), il découle

du théorème de Banach-Steinhaus que Sεf = fε −→ f dans la norme de Lp(.)(Ω′)

comme ε −→ 0 pour tout f ∈ Lp(.)(Ω).

Lemme 2.3 [3]

Soit Ω satisfait (1.1). Si p(x) ∈ Clog(Ω), alors l’ensemble C∞0 (Ω) est dense en

W
1,p(.)
0 (Ω).

Preuve — De Lemma 2.2, on a

Dxi(f ∗ ξε) =

∫
Rn
f(y)Dxiξε(x− y)dy

= −
∫
Rn
f(y)Dxiξε(x− y)dy

=

∫
Rn
Dyif(y)ξε(x− y)dy

= (Dxif) ∗ ξε −→ Dxif comme ε −→ 0 dans Lp(.)(Ω).
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Remarque 2.2 [3]

Le Lemme 2.3 permet de définir l’espace W 1,p(.)
0 (Ω) comme la fermeture de C∞0 (Ω)

dans la norme (2.2), à condition que p(x) ∈ Clog(Ω).

Notons par

p?(x) =


Np(x)

N − p(x)
si N > p(x),

α ∈ [0,∞[ si N ≤ p(x)

l’exposant conjugué de Sobolev.

Lemme 2.4 [3]

Soit Ω satisfait (1.1). Suppose que p(x) vérifie les conditions (1.2) et (1.4). Si

p(x), q(x) ∈ C(Ω) et q(x) < p?(x) dans Ω, alors pour chaque u ∈ W 1,p(.)
0 (Ω)

‖u‖q(.),Ω ≤ C ‖Du‖p(.),Ω

avec une constante C dépend de p±,n, les propriétés de ∂Ω et le module de continuité

de p(x).

L’injection W 1,p(.)
0 (Ω) ⊂ Lq(.)(Ω) est continu et compact.

Preuve — Considérons d’abord le cas p+ < n. Pour un arbitraire fixe x ∈ Ω il y

a un voisinage Ux tel que

max
Ux

q(x) <

min
Ux

p(x)

n−min
Ux

p(x)

Soit {Ux}x∈Ω une couverture ouverte du compact Ω. On choisit un sous-recouvrement

fini {Ui : i = 1, 2, ..., k} et supposons que

p−i = min
U i

p(x), q+
i = max

U i

q(x).

Par Lemme 1.12 u ∈ W 1,p−i (Ui), et l’injection de Sobolev dans le cas classique, on

obtient

W 1,p−i (Ui) ↪→ Lq
+
i (Ui).
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Par Lemme 1.13 u ∈ Lq
+
i (Ui) ⊂ Lq(x)(Ui), d’où u ∈ Lq(x)(Ω). Supposons main-

tenant l’hypothèse p+ < n. On remarque que W 1,p(.)
0 (Ω) ⊂ W

1,r(.)
0 (Ω) avec r(x) =

min {p(x), r}, où r est une constante satisfait les inégalités

1

n
<

1

r
<

1

n
+

1

q+
.

Comme l’injection Lq(.)(Ω) ⊂ W
1,r(.)
0 (Ω) est continue et compacte, d’ou le résultat.

Remarque 2.3 [3]

On sait que l’injection Lq(.)(Ω) ⊂ W
1,p(.)
0 (Ω) est vraie même dans le cas critique

q(·) ≤ p?(·). voir [11] pour plus de détails.

Exemple 2.1 [9]

Soit p(x) = |x|+ 1, alors p(.) vérifie la condition (1.2) sur R, et par une proposition

2.43 de [9], la fonction f(x) = 1 dans Lp(.)(R) ; comme Df = 0, f ∈ W 1.p(.)(R).

D’autre part ,par un Théorème 2.77 de [9] les fonctions bornées à support compact

ne sont pas denses dans Lp(.)(R), alors C∞c (R) ne peut pas être dense dansW 1.p(.)(R).

2.3 Les espaces Wm,p(·)(Ω)

Définition 2.1 [9]

Pour tous p(·) vérifie la conndition (1.2) et m ∈ N∗ , on dèfinit l’espace de Sobolev

gènèralisè (où encore espace de Sobolev d’exposant variable) par :

Wm,p(.)(Ω) =
{
u ∈ Lp(.)(Ω) : Dαu ∈ Lp(.)(Ω) pour tous |α| ≤ m

}
,

que l’on munit de la norme :

‖u‖m,p(.),(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖Lp(.)(Ω)

L’espace Wm,p(.)(Ω) muni de la norme ‖u‖m,p(.),(Ω) est un espace normé.
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Proposition 2.1 [9]

Soient Ω ⊂ Rn un ouvert borné, m ∈ N∗ et les fonctions p(x) et q(x) vérifient les

conditions (1.2) et (1.4),

Si p(x) ≤ q(x) p.p dans Ω, alors

Wm,q(.)(Ω) ↪→ Wm,p(.)(Ω)

est continue.

preuve Pour la preuve voir [9]

Théorème 2.2 [9]

Soient Ω, p(·) vérifie la conndition (1.2) et m ≥ 1, on a Wm,p(.)(Ω) est un espace de

Banach munit de la norme ‖.‖Wm,p(.)(Ω).

preuve C’est immédiat que Wm,p(.)(Ω) est un espace vectoriel, puisque ‖.‖Lp(.)(Ω)

est une norme (voir Proposition 1.4), ‖.‖Wm,p(.)(Ω) est aussi une norme.

On veut montrer que Wm,p(.)(Ω) est complet.

Soit {fj} ⊂ Wm,p(.)(Ω) une suite de Cauchy. Alors pour chacun 0 ≤ |α| ≤ m,

comme ‖Dαfj − Dαfi‖p(·) ≤ ‖fj − fi‖m,p(·), la suite Dαfj est une suite de Cauchy

dans Lp(.)(Ω), puisque Lp(.)(Ω) est complet (voir chapiter 1) il exist gα ∈ Lp(.)(Ω)

tel que Dαfj −→ gα en norme. Soit g = g0 ∈ Wm,p(.)(Ω), on utilise une définition

dans [9] et l’inégalité de Hölder généralisée, on trouve Dαg = gα avec 0 ≤ |α| ≤ m

et fj −→ g dans Wm,p(.)(Ω) en norme.

Théorème 2.3 [11]

Soit p(·) vérifie la conndition (1.2), L’espace Wm,p(.)(Ω) est un espace séparable si

p(·) est bornée, et réflexif si 1 < p− ≤ p+ <∞.

preuve Pour la preuve voir [11]

Proposition 2.2 [11]

Soit p(·) vérifie la conndition (1.2). alors Wm,p(.)(Ω) ↪→ Wm,p−

loc (Ω).

Si |Ω| <∞,alors Wm,p(.)(Ω) ↪→ Wm,p−(Ω).
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preuve Pour la preuve voir [11]

Notation 2.4 [11]

La fermeture de C∞0 (Ω) dans l’espace Wm,p(.)(Ω) est bornée par Hm,p(.)
0 (Ω).



Chapitre 3

Espaces d’Orlicz-Musielak

Dans ce chapitre nous présentons les espaces d’Orlicz-Musielak, un exemple d’es-

paces modulaire oú la modulaire est donnée par l’intégrale d’une fonction á valeurs

réelles. On donnera les propriétés basiques de ces espaces et on s’intéressera évide-

ment aux résultats d’approximations et théorèmes d’injection. Pour plus de détails

voir [2],[5], [15] et [21].

3.1 Espaces de Orlicz

Définition 3.1 (Modulaire d’Orlicz) [5], [15]

La fonctionnelle,

ρφ : M(Ω) −→ [0,∞]f 7−→ ρφ(f) =

∫
Ω

φ(f(x))dµ,

est une modulaire convexe sur M(Ω) dite modulaire d’Orlicz.

Définition 3.2 (Classe d’Orlicz) [5] On appelle classe d’Orlicz l’ensemble des

fonctions f ∈M(Ω) vérifiant ∫
Ω

φ(f(x))dµ <∞.

On note L0
φ(Ω) la classe d’Orlicz. c’est-à-dire

L0
φ(Ω) =

{
f ∈M(Ω) telle que

∫
Ω

φ(f(x))dµ <∞
}
.

Remarque 3.1 L0
φ(Ω) n’est pas un espace vectoriel.

38



CHAPITRE 3. ESPACES D’ORLICZ-MUSIELAK 39

Définition 3.3 (Espace d’Orlicz) [5] On définit l’espace d’Orlicz Lφ(Ω) par :

Lφ(Ω) =
{
f ∈M(Ω) telle que ∃λ > 0 : λf ∈ L0

φ(Ω)
}

=

{
f ∈M(Ω) telle que

∫
Ω

φ(λf(x))dµ <∞ pour un certain λ > 0

}
.

Remarque 3.2 L0
φ(Ω) ⊂ Lφ(Ω) et L∞(Ω) ⊂ Lφ(Ω)

Proposition 3.1 [5] Lφ(Ω) est un espace vectoriel réel.

Preuve —

1. Soient f1et f2 ∈ Lφ(Ω). Alors il existe λ1 et λ2 > 0 tels que ρφ(λ1f1) <∞ et

ρφ(λ2f2) <∞.

Soit λ = min(λ1, λ2). En utilisant la convexité et la croissance de φ on obtient,∫
Ω

φ(
λ

2
(f1 +f2))dµ ≤

∫
Ω

1

2
(φ(λf1)+φ(λf2)) ≤

∫
Ω

1

2
(φ(λ1f1)+φ(λ2f2)) <∞,

Donc f1 + f2 ∈ Lφ(Ω).

2. Soit β ∈ R et f ∈ Lφ(Ω), montrons que βf ∈ Lφ(Ω) D’aprés ce qui précède

on a nf ∈ Lφ(Ω),∀n ≥ 1. Comme R est archimédien alors ∀β ∈ R, ∃n ∈ N∗

tel que β ≤ n et ainsi on obtient βf ∈ Lφ(Ω). Par conséquent, Lφ(Ω) est un

espace vectoriel réel.

Définition 3.4 [5] On définit l’espace d’Orlicz Eφ(Ω) comme suit

Eφ(Ω) = {f ∈M(Ω) : ρφ(λf) <∞ pour chaque λ > 0} .

1. Comme pour les espaces Lp(Ω) les espaces Lφ(Ω) et Eφ(Ω) correspondent aux

espaces Lφ(Ω) et Eφ(Ω) quand les fonctions égales µ− p.p sont identifiées.

2. Dans la définition des espaces d’Orlicz on a considéré une N-fonction, en

fait on peut prendre une fonction d’Orlicz. On s’est restreint aux N-fonctions

pour l’étude des propriétés de ces espaces.
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3. L’espace Eφ(Ω) est un sous espace de Lφ(Ω) il est parfois appelé "petit espace

d’Orlicz" et Lφ(Ω).le "grand espace d’Orlicz.

Proposition 3.2 [5] On a Eφ(Ω) = Lφ(Ω) si et seulement si φ ∈ 42(∞).

Preuve — Si φ /∈ 42,alors il existe une suite (ak)k croissante vers l’infini telle que

φ(a1) ≥ ε

µ(F )
et

φ

((
1 +

1

k

)
ak

)
> 2kφ(ak),∀k ∈ N,

avec ε > 0, F ∈
∑

et µ(F ) > 0.

Soit (Fk)k une suite de sous-ensembles disjoints de F tel que φ(ak)µ(Fk) =
ε

2k

Soit fn =
∑∞

k=n+1 akχFk, alors

ρφ(fn) =

∫
Ω

φ

(
∞∑

k=n+1

akχFk

)
dµ

=
∞∑

k=n+1

φ(ak)µ(Fk)

=
ε

2n
−→ 0 quand n −→∞,

Donc fn ∈ Lφ(Ω).

D’autre part, ∀l > 1, pour n0 ∈ N tel que l > 1 +
1

n0

on a pour tout n > n0,

ρφ(lfn) >
∞∑

k=n+1

φ

((
1 +

1

k

)
ak

)
µ(Fk) >

∞∑
k=n+1

2kφ(ak)µ(Fk) =
∞∑

k=n+1

ε =∞

D’où fn ∈ Eφ(Ω),∀n ∈ N.

3.2 Normes sur les espaces d’Orlicz

[2] Dans la théorie des espaces d’Orlicz, trois normes sont apparues. Dans les

années trente Orlicz a introduit la norme,

‖f‖0
φ = sup

{∫
Ω

|f(t)g(t)| dµ : g ∈ Lφ∗(Ω), ρφ∗(g) ≤ 1

}
,
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dite norme d’Orlicz, puis Nakano (1950). Morse-Transue (1950) et Luxemburg

(1955) ont considéré une autre norme, qui est parfois appelée la norme de Luxemburg-

Nakanomais généralement dans la littérature, elle est appelée la norme de Luxem-

burg. Cette norme est la fonction de Minkowski (la jauge) de la boule unité pour

la modulaire d’Orlicz ρφ. C’est-á-dire,

‖f‖φ = inf

{
λ > 0 : ρφ

(
f

λ

)
≤ 1

}
.

Approximativement á la même époque, I. Amemiya a considéré la norme,

‖f‖0
φ = infk>0

1

k
[1 + ρφ(kf)] ,

dite norme d’Amemiya.

Définition 3.5 (Norme d’Orlicz) Soit f ∈ Lφ(Ω) alors,

‖f‖0
φ = sup

{∫
Ω

|f(t)g(t)| dµ : g ∈ Lφ∗(Ω), ρφ∗(g) ≤ 1

}
,

est une norme sur l’espace Lφ(Ω) dite norme d’Orlicz.

Démonstration. voir l’exercice 4.2 page 69 [5].

Définition 3.6 (Norme de Luxemburg) Soit f ∈ Lφ(Ω) alors,

‖f‖φ = inf

{
λ > 0 : ρφ

(
f

λ

)
≤ 1

}
,

est une norme sur l’espace Lφ(Ω) dite norme de Luxemburg. Démonstration. voir

l’exercice 4.3 page 71 [5].

Définition 3.7 (Norme d’Amemiya) Soit f ∈ Lφ(Ω) alors,

‖f‖Aφ = infk>0
1

k
[1 + ρφ(kf)] ,

est une norme sur l’espace Lφ(Ω) dite norme d’Amemiya.
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3.3 Fonctions d’Orlicz et fonctions d’Orlicz généra-
lisées

Définition 3.8 (Fonction d’Orlicz) [5] (φ-fonction ) Soit ϕ : [0,∞[−→ [0,∞]

telle que,

1. ϕ est convexe et continue á gauche, ∀t ∈]0,+∞[.

2. ϕ(0) = 0.

3. lim
t−→0+

ϕ(t) = 0; lim
t−→+∞

ϕ(t) = +∞.

Une telle fonction ϕ est appelée φ-fonction ou fonction d’Olicz, elle est dite

positive si ϕ(t) > 0 pour tout t > 0.

Remarque 3.3 1. ϕ peut prendre des valeurs infinies et peut s’annuler en de-

hors de zéro.

2. Toute φ-fonction est semi continue inferieurement.

3. Toute φ-fonction est croissante sur [0,+∞[.

En effet, si on prend 0 ≤ t1 ≤ t2 alors

ϕ(t1) = ϕ

(
t2 − t1
t2

× 0 +
t1
t2
t2

)
≤ t2 − t1

t2
ϕ(0) +

t1
t2
ϕ(t2)

≤ ϕ(t2)

3.4 Fonctions d’Orlicz généralisées

Définition 3.9 (φ-fonction généralisée ) [15]

Soit (Ω,
∑
, µ) un espace mesuré, avec µ une mesure σ-finie compléte. La fonction

ϕ : Ω × [0,+∞[−→ [0,+∞] est dite fonction d’Orlicz généralisée ou fonction

de Musielak-Orlicz, et on ecrit ϕ ∈ φ(Ω, µ).

Notation 3.1 Si Ω est un ouvert de Rn et µ la mesure de Lebesgue sur Rn, on écrit

simplement ϕ ∈ φ(Ω).
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3.5 Espaces d’Orlicz-Musielak

Soit (Ω,
∑
, µ) un espace mesuré avec µ une mesure σ−finie complÃĺte. On note

par M(Ω, µ) l’ensemble des fonctions µ− mesurables sur Ω valeurs dans R modulo

la relation d’équivalence �= µp.p�.

3.5.1 Modulaire d’Orlicz-Musielak

Le lemme suivant montre que toute φ−fonction généralisée, génére une semi

modulaire sur l’ensemble des fonctions mesurables M(Ω, µ).

Lemme 3.1 [2] Soient ϕ ∈ φ(Ω, µ) et f ∈M(Ω, µ)alors

1. La fonction :

Ω −→ [0,∞]

y 7−→ ϕ(y, |f(y)|),

est mesurable.

2. La fonction ρϕ définie ainsi

ρϕ : R −→ [0,∞]

f 7−→ ρϕ(f) =

∫
Ω

ϕ(y, |f(y)|)dµ,

est une semi modulaire sur M(Ω, µ), dite semi modulaire induite par ϕ. De

plus, si ϕ est positive, alors ρϕ est une modulaire dite modulaire de Musielak-

Orlicz.

3.5.2 Espaces d’Orlicz-Musielak

Définition 3.10 (Classe de Musielak-Orlicz) [2]

Soit ϕ ∈ φ(Ω, µ), on définit la classe de Musielak-Orlicz comme suit

Lϕoc(Ω, µ) = {f ∈ Lϕ(Ω, µ), ρϕ(f) < +∞}.

Remarque 3.4 La classe de Musielak Orlicz n’est pas un espace vectoriel.
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Définition 3.11 [2] Soient ϕ ∈ φ(Ω, µ) et

ρϕ(f) =

∫
Ω

ϕ(y, |f(y)|)dµ∀f ∈M(Ω, µ),

alors l’espace semi modulaire

Lϕ(Ω, µ) = {f ∈M(Ω, µ), ρϕ(λf) < +∞pour un certainλ > 0}

=

{
f ∈M(Ω, µ), lim

λ−→+∞
ρϕ(λf) < +∞pour un certainλ > 0

}
.

Est appelé espace d’Orlicz-Musielak, dit aussi espace d’Orlicz généralisé. On va

maintenant définir un sous espace de Lϕ(Ω, µ), appelé aussi espace de Musielak

-Orlicz, et est noté Eϕ(Ω, µ).

Définition 3.12 [2] Soit ϕ ∈ φ(Ω, µ), on definit l’espace de Musielak-Orlicz Eϕ(Ω, µ)

comme suit

Eϕ(Ω, µ) = {f ∈ Lϕ(Ω, µ), ρϕ(λf) <∞∀λ > 0} .

Remarque 3.5 Si Ω est un ouvert de RnLϕ(Ω, µ), Lϕoc(Ω, µ) et Eϕ(Ω, µ) sont notés

respectivement Lϕ(Ω), Lϕoc(Ω) et Eϕ(Ω).

Remarque 3.6 De la définition de Lϕ(Ω, µ), Lϕoc(Ω, µ)etEϕ(Ω, µ) on a

1. Eϕ(Ω, µ) ⊂ Lϕoc(Ω, µ) ⊂ Lϕ(Ω, µ).

2. Lϕoc(Ω, µ) est convexe.

3. Eϕ(Ω, µ) est le plus grand sous espace fermé de Lϕoc(Ω, µ).

4. Lϕ(Ω, µ) est le plus petit espace vectoriel de M(Ω, µ) qui contient Lϕoc(Ω, µ).

5. Eϕ(Ω, µ) = Lϕoc(Ω, µ) = Lϕ(Ω, µ) si et seulement si φ ∈ 42.

3.5.3 Normes sur les espaces d’Orlicz-Musielak

Dans les espaces de Musielak-Orlicz Lϕ(Ω, µ) on définit trois normes, qui sont

ap- pelées norme d’Orlicz, norme de Luxemburg et norme d’Amemiya. Ces normes

sont définies comme suit :
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Définition 3.13 [2]

Soit f ∈ Lϕ(Ω, µ) alors,

1.

‖f‖◦ϕ = sup

{∫
Ω

|f(t)g(t)| dµ : g ∈ Lϕ∗(Ω, µ), ρϕ∗(g) ≤ 1

}
est une norme sur l’espace Lϕ(Ω, µ) dite norme d’Orlicz.

2.

‖f‖ϕ = inf

{
λ > 0ρϕ

(
f

λ

)
≤ 1

}
,

est une norme sur l’espace Lϕ(Ω, µ) dite norme de Luxemburg.

3.

‖f‖Aϕ = inf
k>0

1

k
[1 + ρϕ(kf)]

est une norme sur l’espace Lϕ(Ω, µ) dite norme d’Amemiya.

Remarque 3.7 1. La norme d’Orlicz et celle de Luxemburg sont équivalentes,

comme le montrent les inégalités suivantes :

‖f‖ϕ ≤ ‖f‖
◦
ϕ ≤ 2 ‖f‖ϕ .

2. La norme d’Amemiya est une autre écriture de la norme d’Orlicz, c’est á dire

‖f‖◦ϕ = ‖f‖Aϕ .

Inégalité de Hölder[2]

Lemme 3.2 Soit ϕ ∈ φ(Ω, µ) , alors∫
Ω

|f | |g| dµ ≤ 2 ‖f‖ϕ ‖g‖ϕ∗

pour toute f ∈ Lϕ(Ω, µ) et ∈ Lϕ∗(Ω, µ)

preuve Pour la preuve voir [2].



Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, on a présenté une étude sur les espaces de Lebesgue et de

Sobolev à exposants variables et et leur propriétés basiques.

Ce travail soulève un certain nombre de questions qui méritent d’être appro-

fondies par la suite. Par exemple, il serait judicieux de penser en perspective aux

suivantes :

-Sous quelles conditions l’ensemble C∞c (R) est dense dans Wm,p(·)(R) ?

-Caractériser le dual de Lp(·)(Ω) quand p+ = +∞ ?

-Trouver un ensemble dense dans Wm,p(·)(Ω) quand p+ = +∞ ?
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