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RESUME

Notre recherche dans cette thése se situe dans le cadre de semi-systémes de réécriture dit
aussi semi-systéeme de Thue et le probléme du mot dans un monoide. Un semi-systeme de
réécriture est un couple (3, R) ou X est un alphabet et R est un ensemble fini de couples de
mots sur Y, i.e, R C X* x X* ol X* est le monoide libre engendré par ¥ muni de 'opération

la concaténation des mots.

L’étude des propriétés des semi-systémes de réécriture forme un domaine trés important
depuis de nombreuses années. Parmi les propriétés les plus étudiées et les plus importantes
des semi-systémes de réécriture se trouvent la terminaison qui assure I’existence d’un résultat

a un calcul et la confluence qui nous permet de garantir 'unicité de ce résultat.

Dans ce travail on donne des critéres pour assurer la propriété de terminaison dans les deux
cas suivants:

Dans le premier cas, on utilise un morphisme non contractant entre le semi-systéme (3, R)
en question et un autre semi-systéme possédant déja cette propriété. Dans le second cas,
on utilise une fonction poids entre le semi-systéme (3, R) et un ensemble muni d’un ordre

bien fondé.

Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture. La congruence % engendrée par R est définie
par:
° w?w’, s'il existe z,y de ¥* et (r,s) € (RUR™) tels que w = xry et w' = sy,

ES / . . . .
° w?w , 8’1l existe une suite finie de mots ug, uq, ..., u, de ¥* avec,
Uy = W, Ui<=u;11,V0 <i<n-—1etu, =uw.
R

Une présentation (par générateurs et relations) d’un monoide M est la donnée d'un
alphabet ¥ et d’une relation binaire R sur >* tels que M soit isomorphe au quotient de X*
par la congruence notée <%> engendré par R, i.e, M = ¥*/ <%>

Etants données deux semi-systémes de réecriture (31, R1) et (X2, R2). Nous avons déter-
miné quelques conditions sur les relations R; et Ry qui permettent d’assurer ’existence d’un

morphisme entre les monoides ¥ /<= et ¥ /<<= pour assurer le passage entre les deux
7?,1 R2



monoides quotients. D’autre part, on donne une relation spécifique R sur X* qui fait du

monoide quotient >*/ %} un groupe.

Le probléme du mot dans un monoide libre qu’on peut formuler comme suit : Etant
donnés le semi-systéme de réécriture (3, R) et les deux mots w,w’ de ¥* | déterminer si
on peut dériver w’ & partir de w en utilisant la congruence engendré par R, c’est-a-dire

w%w’ . Ce probléme est connu qu’il est en général indécidable.

Enfin, on s’intéresse au protocole ATS-monoide , I'idée de ce protocole est de transformer
un semi-systéme de Thue (X, R) pour lequel le probléme du mot est indécidable en un semi-
systéme de Thue (A, Ry) ou § C A x A pour lequel le probléeme du mot est décidable en
temps linéaire. Plus précisément, on donne des attaques contre ATS-monoide dans des cas

spécifiques et quelques exemples sur ces cas.

MOTS CLES : Monoide libre, semi-systémes de réécriture de mots (semi-systéme de
Thue), morphisme de monoides, la fermeture d’une relation binaire, ordre bien fondé, prob-

léeme du mot dans un monoide, cryptographie a clé publique, les bases de Grobner.
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ABSTRACT
Our research in this thesis is in the rewriting system framework and the word problem
in a monoid. A rewriting system is a pair (X, R) where ¥ is an alphabet and R is a finite

set of pairs of words over .

The study of the properties of rewriting systems form a very important area for many
years. Among the most studied and most important properties of rewriting systems are
termination that ensures the existence of a result to a calculation and the confluence that

allows us to guarantee the uniqueness of this result.

In this work we give criteria to ensure the termination property in the following two
cases:
In the first case, we use a non-contracting morphism between the system (3, R) in question
and another system already has this property. In the second case, we use a weight function

between the system (¥, R) and a set with an well-founded ordering.

Let >* be the free monoid over a finite alphabet > and R a binary relation on ¥*. The
congruence generated by R is defined as follows :

° xry?xsy, whenever z,y € ¥* and rRs or sRr,

° w%w', whenever ug, uq, ..., u, € X* with,uy = w, ui?uiH,VO <i<n—-1l,u, =w.

A presentation (by generators and relations) of a monoid M is a pair S = (3, R) such
that M is isomorphic to the quotient of ¥* by the congruence noted %} generated by R,
ie, M = E*/% We consider two systems of rewriting S; = (X1, R1) and Sy = (23, Rs).
The purpose of this study is to determine some conditions on the relations R; and R, that

ensure the existence of a morphism between the quotient monoids >/ (Ré) and X%/ %
1 2

We give also a specific relation R on ¥* making the quotient monoid ¥*/ % a group.

The word problem in the system (X, R) is to determine for all words u, v of ¥* if we

*
have u<=v.
R

Finally, we are interested in ATS-monoid protocol (proposed by P. J. Abisha, D. G.

Thomas and K. G. Subramanian) the idea of this protocol is to transform a system of Thue

iii



S1 = (3, R) for which the word problem is undecidable a system of Thue Sy = (A, Ry) or
f C A x A for which the word problem is decidable in linear time. Specifically, it gives

attacks against ATS monoid in spésifiques case and thenme examples of these cases.

KEY WORDS : Free monoid, word rewriting systems (Thue System), morphism of
monoids,the closure of a binary relation, well-founded, the word problem in a monoid,

public key cryptography, Grobner bases.
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Notations

> : alphabet fini

>* : monoide libre sur X

R : relation binaire sur >*

|w| : la longueur du mot w

|w|, : le nombre d’occurence de la lettre o dans le mot w
(X,R) : un semi-systéme de réécriture de mots
IRR(w) : le mot irréductible de w

L : langage sur 'alphabet ¥

RY : la relation d’identité

1(R) : le complémentaire de la relation R

R"™ : la n —ieme composition de R

R" : la fermeture réflexive de R

R? : la fermeture symétrique de R

R : la fermeture transitive de R

R* : la fermeture réflexive et transitive de R
Rt : la fermeture d’équivalence de R

% : la congruence engendré par R

[w] - : la classe d’équivalence de w modulo <=
T R

* %} : le monoide quotient

2 : isomorphe

> : ordre bien fondé

> : ordre strict

= : ordre lexicographique

L(T",R) : langage engendré par un semi-systéme de réécriture

¢ (n) : indicateur d’Euler
C'(n) : complexité d’un algorithme
Hom (3*, A*) : 'ensemble des morphismes de ¥* vers A*

Iso(X*, A*) : Pensemble des isomorphismes de ¥* vers A*



Introduction

La réécriture est utilisée depuis 'antiquité, bien que nos ancétres en aient fait sans le
savoir, mais son étude formelle ne date que du vingtiéme siécle. Elle comprend des aspects
pratiques et théoriques.

Nous illustrons ici 'aspect pratique de la réécriture a ’aide de quelques exemples élé-
mentaires. L’utilisation la plus courante de la réécriture est la fonction recherher/remplacer
présente dans tout éditeur de texte. Cette fonction permet de décrire un semi-systéme de
réécriture trés simple qui remplace (réécrit) le mot a rechercher par celui donné comme
remplacant. Un deuxiéme exemple est celui de la classe des logiciels dits compilateurs qui
réécrivent les programmes d’un formalisme dans un autre.

Remarquons que toute personne pratique quotidiennement la réécriture lorsqu’ elle ef-
fectue des calculs. Si nous désirons connaitre la valeur de 8 x 5+ 6 x 10, nous commencons
par évaluer les expressions 8 X 5 et 6 x 10 puis nous remplacons ces expressions par leurs
valeurs respectives, obtenant ainsi 40 + 60, avant d’évaluer cette derniére expression et de
trouver 100. L’opération consistant a remplacer ’expression 8 X 5 par sa valeur 40 est
I’application de la regle de réécriture 8 x 5 — 40 a I'expression 8 x 5+ 6 x 10.

Mais la réécriture n’est pas seulement un outil pratique, c’est aussi un outil théorique dans le
domaine de l'informatique (modélisation de programmes ou de langages de programmation)
que dans celui de la logique formelle.

L’étude des propriétés des semi-systémes de réécriture forme un domaine trés important
depuis de nombreuses années. Parmi les propriétés les plus étudiées et les plus importantes
des semi-systémes de réécriture se trouvent la terminaison qui assure I’existence d’un résultat
a un calcul et la confluence qui nous permet de garantir 'unicité de ce résultat. Ainsi, dans

le cas du semi- systéme de réécriture:

8 x 5 — 40
(R) 6 x 10 — 60
40 + 60 — 100

La terminaison de ce semi-systéme garantit que, pour toute expression arithmétique, on ne
peut effectuer qu’un nombre fini d’opérations. Il existe cependant deux maniéres de conduire

les calculs pour obtenir 100 a partir de I'expression 8 X 5+ 6 x 10 & 'aide du semi-systeme



(R). Nous pouvons obtenir la séquence de réduction 8 x 5+ 6 x 10 — 40 + 6 x 10 —
40 4 60 — 100 ou bien la séquence 8 X 5+ 6 x 10 — 8 x 5 + 60 — 40 + 60 — 100. La
confluence garantit que, quelle que soit la maniére de conduire les calculs, nous obtiendrons
bien le méme résultat.

Toutefois ces deux propriétés sont dites indécidables : il n’est pas possible de trouver un
algorithme prenant en entrée un semi-systéme de réécriture et rendant vrai si et seulement
si ce semi-systéme termine sur toute expression, ou conflue sur toute expression dans le
second cas.

L’un des enjeux de I’étude des semi-systémes de réécriture devient alors la recherche de
critéres simples a vérifier, dans notre cas syntaxiques, permettant de garantir ces propriétés.

L’idée centrale de la réécriture est d’imposer une direction dans I'utilisation des axiomes,
qui sont alors orientés en regles de réécriture.

Par exemple le systéme ci-dessous modélise les groupes non commutatifs suivant la définition

mathématique usuelle :

(xy).z =4 .(y.2)...... (A) (Passociativité),
z.e =y Z.......(N) (e I'élément neutre),

rat =ge....(S) (z7! I'inverse de ).

Ou =;,i € {A, N, S} désigne 'utilisation de la regle (7). Avec les égalités précédentes, il est

1

possible de monter que e™ = e grace aux étapes suivantes :

et=yete=retete) ) =a(ete)e )=y (ete ) (e (ee™)) !

=4 (ete ) ((ete)e) =y (ete e te ) =e

La transformation de I’ensemble d’égalités en semi-systéme de réécriture souléve plusieurs

problémes,
(x.y).z2 — T(Y.2) e (A)
T.e — T....... (N)
ra b —e...(I)
Tout d’abord, il n’est plus possible de montrer que e~! = e.



La réécriture peut apporter une réponse partielle au probléme de mots dans un monoide
: on utilise ici le fait que la réécriture est un calcul de formes normales. En effet, supposons
que (X, R) soit une présentation convergente. Alors, pour tout u € ¥*, wu posséde une
unique forme normale IRR(u), comme tout enchainement de réductions partant de u et
arrivant & une forme normale aboutit forcément & I RR(u) en un nombre fini d’étapes, on a

un algorithme de calcul de /RR(u) pour tout u.
Ce travail est composé de quatre chapitres.

Le premier chapitre consiste en un rappel des notions et notations utilisées par la suite :
relations binaires et leurs propriétés, monoides, mots et langages, homomorphismes des

monoides, complexité d’un algorithme et enfin généralités sur la cryptographie a clé publique.

Dans le second chapitre, on fait une étude sur les semi-systémes de réécriture ainsi que

certaines de leurs propriétés telles que : la terminaison et la confluence.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intérésse au probléme du mot dans un monoide, on pu

exhiber des cas spécifiques ou le probléme est résoluble.

Enfin, on donne dans le quatriéme chapitre quelques applications de semi-systémes de
réécriture et le probleme du mot dans un monoide telles que : la construction de certains
codes a groupes, présentation de quelques monoides par générateurs et relations, présen-
tation de quelques groupes par générateurs et relations, étude d’un systéme de cryptage
basé sur le probléeme du mot dans un monoide libre, langage engendré par un systéme de
réécriture, les bases de Grobner et leurs utilsations sur les semi-systémes de rééctiture de

mots.
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Chapitre 1
Préliminaires

Introduction

Ce premier chapitre contient les définitions et les propriétés des outils que nous utiliserons
par la suite : relations binaires et leurs propriétés, monoide, homomorphisme de monoides,

mots et langages, complexité d’un algorithme, généralités sur la cryptographie a clé publique.

Contenu du chapitre 1

1.1. Relations binaires et leurs propriétés.
1.2. Monoide.

1.3. Mots et langages.

1.4. Homomorphisme de monoides.

1.5. Complexité d’un algorithme.

1.6. Généralités sur la cryptographie a clé publique.



1.1 Relations binaires et leurs propriétés
Dans ce qui suit, on donne quelques définitions et notations concernant les relations binaires.

Définition 1.1.1

Une relation binaire sur un ensemble E est une partie R de F x E. Si un couple (z,vy)
est dans R, on note souvent x’Ry. En réécriture, on note — les relations binaires pour
insister sur leurs caractére de dérivation ou bien substitution dans les étapes dans un calcul.
Définition 1.1.2

Les relations étants des parties de £ x F, on définit de maniére usuelle le complémentaire
1(R), la réunion Ry U R, et U'intersection Ry N R, de relations Ry et Ry. On a :

e (z,y) € Ri URy si, et seulement si 2Ry ou xRayy.

o (r,y) € Ri N'Ry si, et seulement si Ry et xRoy.

e 2|(R)y si, et seulement si (z,y) ¢ R.

e On dit que R; implique R, (ce qui revient au méme de dire que R contient R;) si, et
seulement si Ry C Ro, c’est-a-dire si, et seulement si pour tout x et y de F, 2Ry = 2Roy.
Définition 1.1.3

La composition des relations sur E est 'opération sur P(E x F) définie par :
VR, Ry € P(E X E),Rl 0Ry = {(;E,Z) cebExFE:JyeE, (Qi,y) € Ro, (y,z) S Rl}

La composition des relations est associative et admet comme élément neutre la relation
identité R° = {(z,z) /z € E}. Autrement dit, (P(E x E), o, R°) est un monoide.
Exemple 1.1.4

Soit E I’ensemble des droites d'un plan affine euclidien et Ry = Ry = L ou L désigne
la relation d’orthogonalité. Alors Ri o Ry = // avec // désigne la relation de parallélisme.

En effet, pour toutes droites D et D' du plan E, on a :
(D//D") <= (3D",DLD" et D"LD").

On peut donc écrire ici : Lo L = //.



Définition 1.1.5
Une relation binaire R sur E est dite :
e Réflexive si RY C R, c’est-a-dire 2Rx pour tout = € E.
e Antiréflexive si on a RONR = 0, c-a-d il n’existe pas un élément x € E qui vérifie 2R x.
e Symétrique si on a R~! C R, c’est-a-dire yRa dés que 2Ry.
e Antisymétrique si RNR ™ = RY, c’est-a-dire si 2Ry et yRa, alors z = v.
e Transitive si on a R o R C R, c’est-a-dire si 2Ry et yRz, alors xR z.

Un ordre sur un ensemble E est une relation binaire réflexive, antisymétrique et transi-
tive. Un ordre strict est une relation binaire antiréflexive et transitive. Un préordre est une
relation binaire réflexive et transitive. Une équivalence est une relation binaire sur E qui
est réflexive, symétrique et transitive.

Un ordre < sur un ensemble F est total s’il vérifie la propriété suivante: Ve, y € £ :x <y
ou y < x. A une relation d’ordre <, on associe la relation d’ordre stricte < définie par :
r<y<=ux<yetxFuy.

Notations 1.1.6
Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. On dénote par :
e £/ X E la relation pleine.
e R? l'identité sur E.
e R" la n-iéme composition de R, R" = RoR" ! =R 1o R, pour n > 0.
e R" la fermeture réflexive de R.
e R~! 'inverse de R.
e R° la fermeture symétrique de R.
e R ou R! la fermeture transitive de R.
e R* ou R la fermeture réflexive et transitive de R.
e R la fermeture réflexive, transitive et symétrique de R.
Définition 1.1.7
Soient F1, ..., E) des ensembles partiellement ordonnés par lesk relations <;, i =1, ..., k,
i=
respectivement. L’ordre lexicographique < sur F; X ... X E} = H E; est défini par :
(1, ooy ) = (Y1, ooey Yi) SisOit (21, .0y ) = (Y1, -0y Yg ), SOIL il exli:‘ée un d, 1 <d < k tel que

Tq <4 Yq avec x4 # yg et pour tout i = 1,....d — 1, on a x; = y;.



Exemple 1.1.8

Soit 1 = F5 = N muni de l'ordre usuel. Alors, avec 'ordre lexicographique =< sur N2,
on a les couples (0,7) précedent les couples (1,7), de méme (1,4) précedent (2,i) et ainsi de
suite, pour tout ¢ € N.
Définition 1.1.9

Soient £ un ensemble non vide et P une propriété des relations vérifiée par F x E. Si
I'intersection de toute famille de relations vérifiant P est une relation qui vérifie P, alors
il existe pour toute relation R une plus petite relation vérifiant P et contenant R. On
I’appelle la P-fermeture de R. C’est le cas pour les propriétés de réflexivité, de symétrie,
de transitivité et toutes les combinaisons de ces propriétés.
Définition 1.1.10 [25]

Soit P une propriété des relations vérifiéé par E X E.
Soit R une relation binaire sur un ensemble E et soit P une propriété qui peut étre vérifiée
par R ou non. On cherche s’il existe une relation 7N2 possédant la propriété P avec 7N€
contenant R. On demande de plus que 7N2 soit minimale, c’est-a-dire, s’il existe une autre

A
relation R possédant la propriété P on doit avoir :
~ A
RCRCR,

En d’autres mots, la relation 7N€ est la plus petite relation, au sens de l’inclusion, con-
tenant R et possédant la propriété P.
Proposition 1.1.11
Etant donnée une propriété P des relations vérifiéé par E x E. Par exemple, si la
propriété P est la réflexivité, la symétrie ou la transitivité, La relation pleine B x E posséde
la propriété P et contenant toute relation R sur E. D’autre part, pour toute famille de
relations 7/\2 de E x E vérifiant la propriété P, on a bien la relation ﬂ7A2 vérifie aussi cette
propriété. Il en résulte que :
R= () R
) RCR
R vérifie P
est la plus petite relation binaire contenat R est possédant la propriété P. On a les

formules suivantes :
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e 5i P est la réflexivité, alors 7N2 =RT=RUR°

e 5i P est la symétrie, alors 7% =R°=RUR!
+o0
e Si P est la transitivité, alors R = Rt = U R"

n=1
Démonstration

Faisons par exemple une démonstration de la derniére formule.

“+oc0 “+oc0 —+o00
1. La relation U R"™ contient R. En effet on a U R = RU U R™.
n=1 n=1 n=2
“+o00
2. Montrons que U R"™ est transitive :
n=1

+00 +oo
Soient z,y et z € E, supposons que x U Ry et y U R"z,

n=1 n=1
“+o0o
Onax U R"y est équivalente a Ig; € N* : ¥Ry, donc I(x1, 22, ..., Ty 1) € B2 tels que
n=1
TRx1, 21 Rxa, ..., x4 1 RY.
+oo
De méme on a y U R"z ce qui équivaut & dire dg; € N* : yR®z, donc I(y1, Y2, .-, Ygo—1)
n=1

€ E21 tels que :

YyRy1, y1Ry2, ..., Ygo—1R2.

On a 2Rx1, 1R, ..., Ty 1RY et yYRy1, y1RY2, ..., Yg—1 Rz C'est-a-dire 2R? %z, ce qui

+oo +oo
montre que U R"z, est par conséquent la relation U R" est transitive.
n=1 n=1
A oo A
3. Soit R une autre relation transitive qui contient R. Montrons que U R" C R,
n=1
+oo
On ax U R"y cest-a-dire J¢; € N* : 2Ry, donc I(zy, T2, ..., T4 -1) € BT tels que :
n=1

N A A A
TRz, v1R22, ..., x5 -1 Ry. Comme R C R, alors Rz, x1Rx2, ..., T4 —1RY,
A A
comme R est transitive, alors 2 Ry. [
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Remarque 1.1.12
“+o0o

Dans le cas ou ’ensemble E est fini, de cardinal k, I'identité R = U R™ s’écrit sous la

n=1
n=k

formule plus sympathique suivante : Rt= U R".

n=1
Théoréme 1.1.13
Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. Il existe une unique relation
d’équivalence R telle que :
1. RCR.
A A ~ A ~
2. 51 R est une relation d’équivalence vérifiant R C R C R, alors R = R.

3. La fermeture d’équivalence de R est définie par :

TS +oo +oo
R—R= N ﬁ:ROU(U(RuR*l)n):U(RUR*IURO)H.
n=1 n=1

A
RCR

A
R relation d’équivalence

Exemple 1.1.14

Soit £ ={1,2,3,4} et R = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,4)}, on a donc
e RF=RUR={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,4),(3,1),(3,2), (4,3)}.
e R = RUR® = {(1,2),(1,3), (2.1), (2,3), (3,4), (1, 1), (2,2), (3.3), (4, 4)}.
e R ={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,4)(1,1), (1,4)(2,2)(2,4)}.
e R* = RYUR' = {(1,2),(1,3), (2, 1), (2,3), (3,4)(1, 1), (1,3)(2,2)(2, 4), (1,4), (3.3), (4, 4)}.
Proposition 1.1.15

Soit R une relation binaire définie sur un ensemble E. On a :
L (R) = (RS
2. (R)" = (RT)".
3. (RT)* C (R)".
Démonstration

On fait remarquer que, pour deux relations binaires R; et Ry quelconques sur un méme

ensemble F/, on a :

(RiURy) P =RTUR,
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Ainsi que, pour toute relation binaire R sur un ensemble F, on a (R°?)™! = R°. Par suite,
Pour l'identité (1) ona: (R")* = (RUR?)* = (RUR®)U(RUR?)™! = RURURU(R®)~?
=RURTUR? =R UR? = (R*)".

Notons que pour toute relation binaire R sur un ensemble F et pour tout entier n, on a

(RUR)™ U RE. Par conséquent, I'identité (2) s’écrit

k=0
(R")t = (RURYT = U RURO)" Do ORk UR” = LjR”) UR = (RT)".
Enfin pour (3) on a, "~ S "~
U R™) U R™)~ U R™) (DO R~™), du faite que R™" est la relation

(R=1)". TouJours par deﬁmtlon on a: )

+oo

(R = [ JRUR).
n=1

Or, pour tout entier n non nul, R™ et R™™ sont contenues dans (R U R~1)", donc dans
(R*)*. Donc R* et (R™1)" sont aussi contenues dans (R*)*.
Ce qui donne bien (R*)* C (R*)*. O
Proposition 1.1.16

Une relation d’équivalence R sur un ensemble E peut étre aussi définie des maniéres
suivantes :

1. Par la donnée d’une partition P de E :
xRy <= dX € P tel que: v € X et y € X.

2. Par la donnée d’une application f de E dans un ensemble quelconque F :

Ry <= f(z) = f(y).

3. Par la donnée d’une application h de E x E dans l’ensemble U = {z € C: |z| = 1}
vérifiant la condition : ¥(x,y, z) € E h(x,y)h(y, z) = h(x, 2).

En posant, xRy <= h(z,y) = 1.

Démonstration

On donne une démonstration pour le dernier cas.
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e On montre que R est réflexive c’est-a-dire Vo € E, h(x,z) = 1.

On a V(z,y,2) € E3 h(z,y)h(y,z) = h(z, 2), en pariculier,

siz =y = 2, alors h(z,z)h(z,x) = h(x,z), donc (h(z,z))* — h(z,z) = 0 cest-a-dire
h(z,z)(h(x,z) —1) = 0. On a h(z,z) # 0, car h(z,x) € U, par conséquent h(z,z) = 1.

e On montre que R est symétrique.

Premi¢rement montrons que V(z,y) € E?, si h(z,y) = 1, alors h(x,y) = h(y, x), ot

h(y, x) désigne le conjugué de nombre complexe h(y, z).

On aV(z,y,z) € E3 h(z,y)h(y, z) = h(z, 2), en particulier, si z = z,

alors h(z,y)h(y,z) = h(z,x) =1, ce qui montre que h(z,y)h(y,z) = 1....(1).

D’autre part h(x,y)h(z,y) = |h(z,y)|* = 12 = 1.....(2), o |h(z,y)| désigne le module de

h(z,y). D’apres (1) et (2) on a h(z,y) = h(y,z). On montre que xRy = yRx.

On a 2Ry <= h(z,y) = 1, comme h(y,x) = h(z,y), alors h(y,z) = 1, ce qui équivaut a
dire yRx. Donc R est symétrique.

e Finalement on montre que R est transitive :

On a (zRy) et (yRz) < (h(xz,y) =1 h(y, z) = 1), et comme h(z,y)h(y, z) = h(zx, z),

alors h(z,z) = 1, ce qui montre que zRz. O

1.2 Monoide

Définition 1.2.1
Un monoide est un ensemble muni d’une loi interne, i.e, d’une application
-+ M x M — M , qui satisfait les conditions suivantes :

7

» L’opération ” -7 est associative : Vx,y,z€ M : (x-y)-z=x-(y- 2).
» Il existe un neutre (unique) 1y € M tel que Ve € M = x -1y = 15 - & = x.
Un élément m’ € M est dit le symétrique de I’élément m € M sim-m/ =m’-m = 1.
Remarque 1.2.2

Un Monoide (M, -, 157) qui est tel que tout élément de M posséde un symétrique est un
groupe.

Exemple 1.2.3

Tout groupe est un monoide, (N, +,0) est un monoide qui n’est pas un groupe.
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Proposition 1.2.4
Soit G un groupe et H un sous ensemble non vide de G.
1. H est un sous groupe de G si, et seulement si Yo,y € H :z-y ' € H.
2. Le sous groupe H est normal ou distingué si, Vx € GVNhe€ H:x-h-x' € H.
Définitions 1.2.5
e Soit un monoide (M, -, 137). Un sous monoide de (M, -, 1)) est un triplet (M/, . 1M/) tel

que :
» M C M,
> 1y = 1w,

> Vm,m e M :m-m' e M.
e Soit I un ensemble d’indices et si Vi € I, (M;,-, 1) est un sous monoide de (M, -, 1),
alors (M;erM;, -, 157) est un sous monoide de (M, -, 1;).
e Soit X une partie d’'un monoide M. On appelle sous monoide engendré par X, le plus
petit sous monoide de (M, -, 1,;) contenant X, on le note X*. D’aprés ce qui précede X*
est l'intersection de tous les sous monoides de (M, -, 1)) qui contiennent X.
Exemple 1.2.5

Soit A l’ensemble des nombres pairs et B ’ensemble des nombres impairs. (A, +,0)
est un sous monoide de (N, +,0) engendré par {2} tandis que (B, +,0) n’est pas un sous
monoide de (N, +,0).
Définitions 1.2.6

Soit (M, -, 1)) un monoide , une congruence sur (M, -, 1) est une relation d’équivalence

= stable par multiplication a droite et a gauche, c’est-a-dire :
Ve,y2e M e =y=x-2=y-zetz-x =2y

Définition 1.2.7

Soit M un monoide et = une congruence définie sur M. Le quotient M/ = est le
monoide des classes de congruence de M pour la relation =. La loi de composition de M/ =
est définie de la maniére suivante : U *y;/= U = U ¥y 0.

La projection naturelle (la surjection canonique) de M dans M/ = est noté P.
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Exemple 1.2.8

Soit le monoide (N, +) et soit la relation = définie par = y si, et seulement si, x et
y ont méme parité. la relation = est une congruence. Le quotient de N par cette relation
donne un monoide comprenant deux éléments, notés 0 et 1 correspondant respectivement
aux entiers pairs et impairs.
Définition 1.2.9

Soit = une congruence sur un monoide M.
1. Une partie X de M est dite saturée par =siVx € X : 7 C X.
2. On appelle partie saturée engendrée par une partie A de M et on note Sat (A), la plus
petite partie saturée par = de M contenant A.
Proposition 1.2.10

Soit = une congruence sur un monoide M.
1. La réunion et lintersection de parties saturées par = sont saturées.

2. Pour toute partie A de M , on a Sat (A) = U Z.

z€A
3.8 f: M — M’ est un morphisme de monoides et si = la congruence sur M définie par:

r=y <= f(x)=f(y), alors S C M est saturée par = si, et seulement si f~(f(S)) = S.
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1.3 Mots et langages

On introduit dans ce paragraphe quelques définitions, propriétés et notations concernant les
mots et les langages.
Définition 1.3.1

On appelle vocabulaire (ou alphabet) un ensemble fini quelconque . Les éléments d’un
vocabulaire sont appelés lettres, caractéres ou symboles.
Exemple 1.3.2

Le biologiste intéressé par 1'étude de 'ADN utilisera un alphabet a quatre lettres
{A, C, G, T} pour les quatre constituants des génes: Adénine, Cytosine, Guanine et Thymine.
Définition 1.3.3

e Soit X un alphabet, un mot sur ¥ est une suite finie de symbole. Par exemple, 00110
et 110 sont deux mots sur l'alphabet {0,1}. La longueur d’'un mot w est le nombre de
symboles constituant ce mot, on le note |w|. Ainsi, |[00110| =5 et |110] = 3.
L’unique mot de longueur 0 est le mot correspondant a la suite vide. Ce mot s’appelle le
mot vide et on le note 1, ou bien e.
L’ensemble des mots sur ¥ est noté X*. Par exemple
{0,1,2}" = {¢,0,1,2,00,01,02,11, 12, 20, 21, 22,000,001, ...} (€ est le mot vide).

e Si 0 est une lettre de 'alphabet X, pour tout mot w = 0105...0; de X*, on note par :
\w|, = card{i € {1,2,....k} : 0, = 0}.

le nombre d’occurrences de la lettre o dans le mot w et w(i) sa i-éme lettre.
Par exemple |00110|, = 3 et |00110|, = 2, 00110 (1) = 0, 00110 (4) = 1.
Proposition 1.3.4

Soit ¥ un alphabet,
1. 'ensemble ¥* est infini.
2. ’ensemble >* est dénombrable.
Démonstration

+o00
1. 'ensemble ¥* est infini, en effet on a ¥* = U Yr=Y0UX.X"U...

n=0
2. On montre que ¥* est dénombrable (la méthode de Godel). Comme X est fini, on

peut donc numéroter ses éléments, par exemple, si ¥ = {«a, 3,7}, alors n(a) = 1,n(8) =
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2,1 (y) = 3. Ensuite, soit © un mot de ¥*, on considére les longueurs |u| premiers nombres
premiers, par exemple si |u| = 5, on a les 5 premiers nombres premiers sont p(1) = 2, p(2) =

3,p(3) = 5,p(4) = 7,p(5) = 11.

i=|ul

On forme le nombre f (u H p(1)"®) ot u (1) désigne la i-éme lettre de u. Par exemple
\UI
si u = ayfaa, alors, f(u H p(i)"®) = Hp(i)”(“(i)) =21 x 33 x 52 x 7' x 111, Donc
i=lul
on peut définir une application f : ¥* — N u — f(u H p(3)"®D), Par 1'unicité

de la décomposition d’un entier en facteurs premiers, lapphcatlon f est injective. Enfin,
comme f est injective et 'ensemble N est dénombrable, alors >* est dénombrable.
Définition 1.3.5

La concaténation est I'opération qui associe & deux mots u et v le mot noté u.v ou uv
défini par : si u = ajay...a, et v = (316,...0,, alors uv = v;75...7,,, avec v, = ; pour
i=1,..net~y,,; =B pour i = 1,...p. Par exemple, la concaténation des mots 00011 et
011 donne le mot 00011011. On vérifie facilement que la concaténation est une opération

associative admettant le mot vide comme élément neutre :

Ve,y,z € ¥ (zy)z = x(y2).

Ve € X* i xe = ex = x.

Propriété 1.3.6

Soit X un alphabet quelconque le monoide ¥* posséde les deux propriétés suivantes :
1. Tout élément de ¥* est une suite finie d’éléments de X..
2. Deuzx suites distinctes d’éléments de 3 définissent deux éléments distincts de X*.
La propriété (1) distingue le monoide ¥* par exemple du monoide (X U {c})", avec o ¢ .
La propriété (2) distingue le monoide {«, B} par exemple du monoide commutatif M obtenu
en postulant que l'opération de concaténation est commutative : les deuxr mots aff et Pa
définissent alors le méme élément de M. ¥* est le seul monoide satisfaisant les propriétés

(1) et (2), on dit que X* est le monoide libre sur . On dit que X est une base de 3*.
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Propriété (de Levi) 1.3.7
Sotent t,u,v,w quatre mots de monoide libre X*.
1. Si tu =vw et |t| < |v] alors il existe un unique mot z de ¥* tel que v =tz et u = zw.
2. Siww =wt et |u| = |w| alors u=w et v="1.
3. Pour tout i € N— {0}, (u' =" <= u = ).

4. Le monoide libre ¥* est simplifiable, c’est a dire,

4.1 wv = uw = v = w,;
4.2 w0 = wv = u = w;

4.3 wvw = utw = v =1t.

5. Les propositions suivantes sont équivalentes :
5.1 uv = vu,
5.2 1l existe deux entiers n et m non tous deux nuls tels que u™ = v™,
5.3 1l existe un mot z et deux entiers p et q tels que u = zP et v = 29.
Définition 1.3.8
Un langage sur un alphabet ¥ est simplement un ensemble (fini ou infini) de mots sur X.
En d’autres termes, un langage est une partie de >*. On distingue en particulier le langage
vide () qui ne contient aucun mot.

Définition 1.3.9

Soient L, M C ¥*, deux langages. La concaténation des langages L et M est le langage,
LM = {uv,u € L,v e M}
En particulier, on peut définir la puissance n — ieme d’un langage L, n > 0, par :
L™ = {wws...w,, Vi € {1,2..n} w; € L}.

Et on pose L° = {¢}.
Exemple 1.3.10

Soient les deux langages L = {u € ¥* : |u| est paire} et K = {u € ¥* : |u| est impaire}.
On a alors les égalités suivantes :

LK =KL=K;LL=1L; KK = L — {e}.
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Définition 1.3.11

On dit qu’un mot u € X* est facteur de w € ¥* s’il existe deux mots f,g € ¥* tel que
w = fug.
Exemple 1.3.12

Soit I'alphabet ¥ = {a, b, ¢}, et le mot w = aabc, alors ab est un facteur de w, mais ac
ne l’est pas.
Définition 1.3.14

Soit L est un langage sur un alphabet ¥. La congruence syntaxique de L notée =, est

définie par, pour tous u,v € ¥*, (u = v) <= (Vz,y € ¥*, zuy € L <= zvy € L).

1.4 Homomorphisme de monoides

Dans ce paragraphe, nous donnerons quelques propriétés sur la notion d’un homomorphisme

de monoides.

Définition 1.4.1
Soient (M, -, 1), (M', -, 1pp) deux monoides. Une application ¢ : M — M’ est un

morphisme (ou encore homomorphisme) de monoides si :

e Vr,y e M:p(z-y)=p(x) py),
® gO(lM) = 1M’-

Un isomorphisme de monoides est un homomorphisme bijectif de monoides.
Exemple 1.4.2

L’application longueur |.| : 3* — N est un morphisme de monoides entre (¥*,.) et
(N, +). En effet, Yu,v € ¥* : Juv| = |u| + |v] et |e] = 0.
Exemple 1.4.3 [35]

Soit ¥ = {ay, ag, ..., @, } un alphabet, n € N\ {0,1}.
La fonction de Parikh ¥ : ¥* — N", ¥(w) = (Jwl,, ..., [wl, ),
est un morphisme de monoides entre (X*,.) et (N", ).

Exemple 1.4.4
Soit ¥ = {a1, ag, ..., @, } un alphabet, n € N\ {0,1}.
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Et soit A : ¥ — N, a; — (). On définit X:%* — N comme suit :

=n

Aw) =" Na) |w],, -
i=1

;\ est un homomorphisme de monoides.
Et siV1l <i<mn, AMa;) =1, alors A= .| (Ie morphisme de longueur).

La proposition suivante justifie le fait que le monoide ¥* soit appelé monoide libre.
Cette propriété caractérise le monoide libre engendré par X.
Proposition 1.4.5 [4]

Toute fonction p: % — M de ¥ dans un monoide M se prolonge de fagcon unique en
un morphisme de ¥* dans M.
Démonstration

L’existence : posons
ﬁ(e) =1, et ﬁ(&lo@...an) = p(ay)p(ag)...p(an), ne N={0}, a; € ¥, 1 <i<n.
Il est facile de voir que 1 est bien un homomorphisme
L’unicité : Si g et ;\ sont deux homomorphismes de ¥* dans M tels que :
Va € 2, ju(a) = ;\(oz), alors (1) = X(l) = 1,7 et pour tout mot w = ajs...ay,
on a p(w) = plaiag...an) = play)plas)...ulay,) = X(&1a2...an) = X(w) O
Définition 1.4.6

Un morphisme entre deux monoides libres ¥* et A* est une application 9 : 3* — A*

qui satisfait :

Y(zy) = Y(x)(y) Vo,y e X"

Notons que cet morphisme v est complétement déterminé ayant les images des lettres de X
dans A*, i.e, (o) pour tout o appartenant a X. Nous dirons que le morphisme v est non
trivial s’il existe au moins une lettre o € ¥ pour laquelle ¢ (o) #e.

En fait remarquer que la propriété ¢ (zy) = (x)(y) implique ¥ (e) =e.
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Définition 1.4.7
1. Une relation binaire R sur un ensemble E est noethérienne s’il n’existe pas une chaine
infinie d’éléments de E en relation par R, en d’autres mots il n’existe pas une suite infinie

(en) ey d’éléments de £ tel que, pour tout entier naturel n, on a e, Repi1.

2. Un ordre sur un ensemble E est bien fondé s’il ne contient pas de suite infini d’éléments
de F strictement décroissante.
3. La partie strict d’une relation d’ordre bien fondé > noté > et définie par: z > ysiz >y
et x #y.
Exemples 1.4.8
1. La relation R définie sur N par 2Ry <= x divise y et x # y est bien fondé.
2. La relation usielle > est un ordre bien fondé sur ’ensemble des entiers N.
Définition 1.4.9

Soient P et P’ deux partitions de monoide libre £*, on dit que P est plus fine que P’ si
: Vp e P,dp € P tel que p C p'. Dans ce cas on dit que P est plus fine que P’ ou bien P’
est plus grossiére que P.
Exemple 1.4.10

Soit le monoide (Z,+). On définit sur (Z, +) les deux congruences =, et =, suivantes :

r=1y <= x=yl[2],ie, k€L :x—y=2k,
T=oy <= x=yl4],ie Ik €L :x—y=A4k.

Il est clair que =oC=;. En effet, si x =5 y, i.e, z = y[4], alors Ik € Z : x — y = 4k,

et par concéquent 3k € Z : x —y = 2(2k), i.e, x =1 ¥.

Ona P ={[o]_, ,[1_,,[2,,3]-,} et P = {[o]_, ,[1]_, } sont deux partitions de Z.
et [1]_, U[3]_, C [1]

=92 =92 =

U2_ C [o]

=2 =2 =1

De plus, on a [0] - Donc P est plus fine que P'".
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1.5 Complexité d’un algorithme

L’objet de la théorie de la complexité est :

e Pour les algorithmes d’évaluer le nombre d’opérations élémentaires (complexité tem-
porelle) et I'espace mémoire nécessaire (complexité saptiale) pour leur résolution.

e Pour les problémes (de décision), de les calssifier suivants leur niveau de difficulté.
Définition 1.5.1

Soient f et g deux fonctions & variable entiére et a valeurs positives.
f(n) =0 (g(n)) s’il existe une constante ¢ > 0 et un entier ny tels que
Vn > ng,0 < f(n) < cg(n). On dit que g domine f ou que f ne croit pas plus vite que g
multiplié par une constante.
Définition 1.5.2

Soit n un entier, on note D les données de taille inférieur ou égale n, C' (D) le cott associé
a l'exécution de la donnée D par un algorithme et C' (n) la complexité de I’algorithme. Alors
on peut définir C' (n) de trois fagons différentes :
1. Complexité dans le pire des cas :
C(n) = Max{C (D), D donnée de taille inférieur ou égale n}.
2. Complexité en moyenne : C'(n) = Z P(D)C (D).

D donnée de taille inférieur ou égale n

ou P (D) est la probabilité d’obtenir la donnée D.
3. Complexité dans le meilleur des cas :
C (n) = Min{C (D), D donnée de taille inférieur ou égale n}.
Définition 1.5.3

Un algorithme est de complexité polyndmiale si sa complexité dans le pire des cas est de
la forme O (nk) ou k est une constante. Si sa complexité ne peut étre majorée par aucun
polynoéme, on dit que 'algorithme est de complexité exponentielle. Un algorithme est quasi

exponentielle si sa complexité est une fonction de la forme exp®™.

1.6 Généralités sur la cryptographie a clé publique

L’idée de la cryptographie a clé publique est récente, elle provient de ’article fondateur de

Diffie et Hellman [13]. Son principe est basé sur le faite que le mécanisme de chiffrement
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est différent de celui de déchiffrement, le chiffrement est fait au moyen d’une clé Publique
et le déchiffrement est effectué au moyen d’une clé Secréte.

Une fonction ¢ : M — C est dite & sens unique si pour tout x de M, il est facile de
calculer ¢(z) mais il est difficile de trouver pour y € ¥ (M) un x € M tel que ¥(x) = y.
Le calcul dans le sens inverse (déchiffrement) doit étre aussi efficace pour vu qu’on dispose
d’une information secréte (la trappe), i.e, une fonction ¢ telle que ¢ o ¢ = idy ou idy,
est I'application identique de M. La construction du couple (¢, ¢) réalise le mécanisme de
chifferement et de déchiffrement et la publication de v ne doit rien révéler sur ¢.
Définition 1.6.1

Une fonction f: F — F' est dite & sens unique s'il est facile de calculer f (z),

Va € E (complexité au plus polynomiale) et il est difficile (complexité exponentielle) étant
donné y de trouver z tel que y = f(x). Une fonction est & sens unique est avec trappe si
I’on connait un secret permettant de l'inverser.

Exemple 1.6.2

Soit G un groupe cyclique d’ordre n et g un générateur de GG. Soit la fonction
f:00,n—1] — G,k f (k) = g*, f est & sens unique si G est un groupe cyclique d’ordre
assez grand de sorte que connaissant y, la résolution de y = ¢* est difficile pour %k secret
(c’est le probléme du logarithme discret). Il existe plusieurs algorithmes pour résoudre le
logarithme discret mais ils sont tous exsponentiells ou quasi exponentiels en la taille n de
G.

Exemple 1.6.3

On considere Papplication [ : (Z/nZ)" — (Z/nZ)" ,z — f(x) = 2°, ou (Z/nZ)"
désigne le groupe d’unité de 'anneau ((Z/nZ),+, x), f est a sens unique avec trappe si
n = pq produit de deux nombres premiers trés grands de méme taille de sorte que la
factorisation soit difficile et e A p(n) = 1 ot ¢p(n) = (p —1)(¢ — 1) avec p,q et p(n) sont
secretes. Ici la trappe correspond a la connaissance de ¢(n) car on peut calculer d tel que
ed = 1(mod ¢(n)) avec l'algorithme étendu d’Euclide. Dans ce cas y = x¢ (mod n) si et

seulement si x = y? (mod n).
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Chapitre 2

Les systémes de réécriture de mots

Introduction

Ce chapitre constitue une présentation générale des semi-systémes de réécriture sur le
monoide libre >* ainsi que certaines propriétés essentielles qui les concernent. La réécriture
est un moyen de calcul utilisé en informatique, en algébre, en logique mathématique et en
linguistique. 11 s’agit de transformer des objets syntaxiques (mots, termes, programmes,
preuves, graphes,...) en appliquant des régles bien précises. Voici quelques exemples clas-
siques d’utilisation de la réécriture:

e Simplifier une expression algébrique (calcul formel).
e Etudier la structure d’un groupe ou d’un monoide (algébre combinatoire).

Un semi-systéme de réécriture est formé d’un ensemble de régles de réécriture, c’est-a-
dire de regles de la forme exp, — exp, qui veut dire on peut remplacer 'expression gauche
(exp,) par I'expression droite (exp,) dans une dérivation. Par exemple, soit le semi-systéme

de réécriture :
1)z+0—=x

(2) z+s(y) = s(z +y)
ou s(y) désigne le successeur de y. Le terme s(0 + s(0)) sera réécrit de la fagon suivante :

s(0 + s(0)) devient s(s(0 + 0)) par application de la regle (2), puis s(s(0)) par application
de la régle (1), et plus aucune régle ne s’applique encore. Une régle exp, — exp, s’applique

a un terme ¢ si ce terme contient une instance de exp,, c’est a dire ¢ = uexp, v = uexp,v
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ou la relation = désigne la dérivation associée a la régle exp, — exp,;. Dans l'exemple
ci-dessus, les substitutions qui permettent de passer du terme z + s(y) au terme 0 + s(0)
sont : x +— 0,y — 0 obtenus & partir des régles (1) et (2) en prenant z = 0 et y = 0.

On fait remarquer que 'obtention d’une unique forme normale (mot irréductible) est
garantie si le semi-systéme de réécriture est convergent (c’est a dire s’il posséde les propriétés
de terminaison et de confluence). L’existence d’une forme normale d’un terme n’est pas
systématiquement garantie en générale, toutefois la procédure de Knuth-Bendix [20] présenté
dans le paragraphe 2.2 ci-dessous peut étre, par exemple, appliquée pour tenter de rendre
confluent un semi-systéme qui ne I’est pas déja.

Un systéme de Thue est une version symétrique d’un semi-systéme de Thue dans laquelle

on peut tout aussi bien remplacer le membre droit d’'une régle par son membre gauche.

Contenu du chapitre 2

2.1. Définitions et propriétés.
2.2. Probléme de terminaison et confluence d’un semi-systéme de réécriture
de mots.

2.3. Etude des cas ou le semi-systéeme de réécriture de mots termine.
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2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1

Un semi-systéme de réécriture de mots, dit aussi semi-systéeme de Thue, est un couple
(3, R) ou ¥ un alphabet fini et R une relation binaire sur le monoide libre ¥*. Tout élément
(cr, B) de R est appelé régle de réécriture qu’'on note a— /3, avec «v est sa partie gauche et
B sa partie droite. Des regles a—f3,,a—0,, ..., a— 3, ayant méme partie gauche sont
souvent notées a—3; \ By \ ... \ Fi-
Exemple 2.1.2

Soient ¥ = {«, 5,7} et R = {af— P, fa—af,7v— €,¢ —~}, (X, R) est un sys-
teme de réécriture.
Définition 2.1.3

Appliquer une régle quelconque u—wv de R & un mot w contenant le facteur u consiste
a remplacer u par v dans w. S’il n’y a aucune régle de (3, R) applicable & w, alors w est dit
irréductible ou sous la forme normale. Etant données deux mots wq, wy € ¥*, on dit que wy
dérive directement de wy, et on note w, %}UJQ, si et seulement si, il existe une régle u—wv de R
et x,y € X" tels que : wy = zuy et we = zrvy. On dit que wo dérive de wy, et on note wl%wg,
s’il existe une suite finie de mots wug, uy, ..., u,, de 3* avec, ug = wy, ui?uiﬂ, VO<i<n—1let
u, = wo. Notons que la relation % est la fermeture réflexive et transitive de ?
Exemples 2.1.4

1. Soient 3; = {0,1} et Ry = {10—01}. Soient wy,wy € X7, si wléwg, alors wy est la
permutation des lettres de w; ot tous les 0 seront avant les 1. Ce semi-systéme de réécriture
trie les mots constitués de méme chiffres binaires.
2. Soient 33 = {0,1,+} et Ro ={0+0—0,0+1—1,14+0—1,1+4 1—0}.

Ce semi-systéme de réécriture calcul la somme (modulo 2) d’une suite d’entiers binaires.
3. Soient 33 = {0,1,+, F} et R3 = {F—0,E—1, E—F + E}.
Pour tout w € {0,1,+}", on a ER:*>3w si, et seulement si w est une expression construite avec
les 0 et 1 et 'opérateur +.
4. Considérons le semi-systéme de réécriture sur la dérivation symbolique par rapport a x

défini par:

27



D,x—1,D,a—0,D,(y + 2)— D,y + Dyz, Dp(y x 2)—2z % Dy +y % D, 2,

Dw(y - Z)—>D$y - DJCZ) Dw(_y)—> - Da:ya Daz(y/z)—>z * Dacy —Y* D;vz)/ZQ
ol a étant un symbole de constante.

Ry =

5. Considérons le systéme de Thue donné par I'alphabet X5 = {a, 8, E'} et la relation
Rs = {E— ¢,¢e —E, F—afE afE—FE, af—pa, fa—af}. Par exemple on a la
dérivation infinie suivante : ....<R:5>E<R:5>a6E<R:5>ﬁaE<R:5>...
Définition 2.1.5

Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture . Si un mot v € ¥* peut se réécrire de maniere
non triviale, on dit qu’il est réductible. Dans le cas contraire, il est dit irréductible. On
note alors IRR (R) l'ensemble des éléments irréductibles de ¥*.
Exemples 2.1.6

Soient ¥ = {o, 8} et R = {af—Pa}. L’ensemble des mots irréductibles est

IRR(R) ={p"a™:n,m € N}.
Les mots irréductibles sont en effet les éléments de ¥* qui ne contiennent pas «a/3.
Notation 2.1.7

Pour un semi-systéme de réécriture (X, R), on note D(R) = {u € £*,3v € ¥* : uRuv}.
Proposition 2.1.8

Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture. On a :
IRR(R) =X* — X*D(R)X*.
Démonstration

On montrer que ¥* — IRR(R) = ¥*D(R)X* :
Soit w € ¥*. On a
we X*—IRR(R) < il existe (u,v) € R tel que u soit un sous-mot de w

& il existe u € D(R) tel que w € E*u¥* & w e ¥*D(R)¥*. O

Définition 2.1.9

Soient S; = (X1, R1) et Sy = (X3, Rs) deux semi-systémes de réécriture. Un morphisme
de semi-systémes de réécriture de S; vers Sy est une application ¢ : X7 — 33 qui est
faiblement compatible avec les relations de réductions, c¢’est-a-dire telle que 1/1(2) C R:*>2, ou
encore telle que, pour tous z,y € X7 vérifiant xzy, on a ¢(x)7:é¢(y).

Un tel morphisme est dit :
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e Non contractant si W?) C 7:}, ce qui équivaut a dire si =Y, alors w(x)%w(y)
1 2 1 2

e Strict si 1/}(7:;) C = ce qui équivaut a dire si =Y, alors w(x)?w(y).
2 1 2

1

2.2 Probléme de terminaison et confluence d’un semi-systéme
de réécriture de mots

Nous allons présenter ici deux propriétés de semi-systéme de réécriture telles que : la ter-
minaison et la confluence, si un semi-systéme de réécriture termine, cela signifie qu’il est
impossible, partant d’un certain élément, d’effectuer une infinité d’opérations de dérivation
quel que soit le point de départ, on arrivera, aprés un nombre fini d’opérations, a un élé-
ment sur lequel on ne peut plus agir, c’est-a-dire un élément x tel qu’il n’existe pas de y
vérifiant x%y Et dans un semi-systéme de réécriture confluent, les choix effectués n’ont
pas d’importance.
Définition 2.2.1

On dit qu'un semi-systéme de réécriture (3, R) termine ou qu’il est noethérien s’il
n’existe pas de chaine de réécriture infinie wo?gwl...?gwn?...
Exemples 2.2.2

Le semi-systéme de réécriture (X1, Rq) avec 31 = {«, 8} et larelation Ry = {a—af},
est non noethérien car la dérivation a%aﬂzaﬁﬁzaﬁ Bﬁz... est bien infinie dans (X1, R;).
De méme le semi-systéme de réécriture (X2, R2) avec Xy = {«, 5} et la relation
Re = {a—f, f—a}, est non noethérien car la dérivation azﬁ zaR:Z 15} R:>2 est bien infinie
dans (33, Rs). Par contre le semi-systéme de réécriture (X3, R3), avec X3 = {«a, 5} et la
relation R3 = {af——a}, est noethérien, car la seule régle (af, ) est applicable & un mot
w de X} si, et seulement si, |w|a5 # 0, et si |w| s = k, alors pas plus de k dérivations le
processus de substitution termine.
Remarques 2.2.3

1. On remarque que si (3, R) est un semi-systéme de réécriture tel qu’il existe un u € ¥*
avec uRu, alors il ne termine pas. En particulier, tout semi-systeme de réécriture dont la

relation est réflexive ne termine pas, c’est le cas de (N, >). En revanche, le systéme de

réécriture (N, >) termine.
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2. La terminaison implique que tout élément posséde au moins une forme normale,
on dit que (3,R) est normalisant. La normalisation est une propriété plus faible que la
terminaison, méme dans le cas ou la forme normale de chaque élément est unique, par
exemple considérons un ensemble réduit a deux éléments, notés u et v, que ’on munit de la
relation R = {u—wu, u—wv}. alors v est 'unique forme normale de u et de v, cependant,
comme nous ’avons déja remarqué, le fait que u vérifie uRu empéche R de terminer.
Définition 2.2.4

Soient (3, R) un semi-systéme de réécriture et deux mots u, v € ¥*. S'il existe w € X* tel
que u?w et v?w, alors on dit que u et v sont joignables. On désignera par u]v I’ensemble
de tous les éléments w € »* tels que u?gw et U?w. (Ainsi, u et v sont joignables si, et
seulement si u]v # 0.

Exemple 2.2.5

Soient ¥ = {a, 8} et R = {af—pa},u = affa et v = faaf3, on a aﬁﬁa?ﬁaﬂa et

ﬁaaﬁ?ﬁaﬁa, donc fafa € ulv et par conséquent u et v sont joignables.

Théoréme 2.2.6

Soit (X1, R1) un semi-systéeme de réécriture. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (X1, Ry) est noethérien.

2. 1l existe un ordre strict > sur 3} tel que (X7, >) termine et tel que si xzy alors © > y.
3. 1l existe un autre semi-systéme de réécriture (3o, Re) qui termine ainsi qu’un morphisme
de semi-systémes de réécriture non contractant ¢ : (X1, Ry) — (29, Ry).
Démonstration

1 = 2. On montrer que % est un ordre strict qui termine sur 7.

Pour l'anti réflexivité, on suppose qu’il existe v € X7 tel que x%x , par définition, il existe
un chemin de longueur [ non nulle (}e x a x dans (X1,Rq), ce qui équivaut a dire, il existe
[ € N— {0} tel que (z,z) € (7:5) en mettant bout a bout une infinité de copies de ce
chemin, on obtient un chemin infini (une dérivation infinie) dans (3;,R1), ce qui contredit
I’hypothese.

Pour la transitivité, on suppose que z, vy, et z sont trois éléments de X7 tels que x%y et
1

y%z : 1l existe donc un chemin de longueur non nulle dans (X1, R;) de z & y et un autre de
1
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y & z, en les recollant, on obtient un chemin de longueur non nulle de = & z dans (X1, Rq),
. +
ce qui donne azR:>z
1

Enfin, pour la terminaison, on suppose qu'il existe une suite (x,),en d’éléments de X7 tels
+ — .

que x,=T,+1 pour tout n, il existe donc, pour tout n, un chemin de longueur non nulle
R1

de z, & ,41 dans (X1, Ry), mis bout & bout, tous ces chemins donnent un chemin infini

partant de zo dans (X1,R1), ce qui contredit encore I’hypothése.

Il ne reste plus qu’ a montrer que si Q:R:>y alors w%y Ce qui est, par définition de la
1 1

fermeture transitive % de 7:£

2 = 3. On prend >y = 3; et la relation R, est I'ordre strict > et ¢ est 'application
identique de ¥} et on le note ids:. Par hypothese, (31,>) termine et ¢ est un morphisme
strict, donc non contractant, de (31, Rq) vers (X, >).

2 — 3. Supposons qu’il existe une suite (x,),en d’éléments de X tels que xnzxnﬂ
pour tout n. Alors, le morphisme ¢ nous donne une suite (1(x,))eny d’éléments de X3 tels
que w(xn)%w(xnﬂ) pour tout n. Or, comme (X9, Ry) termine, en appliquant 1 = 2, on a
la terminaison de (%o, 7:2), ce qui contredit 'existence d’une telle suite. [l
Définition 2.2.7

Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture. On dit que le principe de récurrence est vrai
dans (X, R) si, pour toute propriété P définie sur ¥*, on a,
si pour tout z € ¥*, le fait que P(y) soit vraie pour tous les y € ¥* tels que x%y implique

que P(z) est vraie, alors P(x) est vraie pour tout € ¥*, en symboles,
(Vo € 9, (Vy € O ; (P(y) et x%y) = P(z))) = (VaP(x)).

Exemple 2.2.8

Dans le cas de (N, >), il s’agit du principe de récurrence usuelle :

si P(0) est vraie et (Yn € N, P(m) est vraie tels que n > m) = P(n) est vraie, alors P(n)

est vraie pour tout n, en symboles,
(P(0) et (Vn € N,Ym € N: (P(m) et n >m) = P(n))) = (VnP(n)).

Dans cet exemple en fait remarquer que la relation > est transitive, alors sa fermeture

transitive est égale a lui-méme.
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Théoréme 2.2.9

Un semi-systéme de réécriture (X, R) est noethérien si, et seulement si le principe de
récurrence est vrai dans (3, R).
Démonstration

En fait la démonstration de I'implication : si le semi-systéme de réécriture (X, R) est
noethérien alors, le principe de récurrence est vrai dans (3, R), par 'absurde. Supposons
que (X, R) est noethérien mais que le principe de récurrence n’est pas vrai dans (X, R).
Alors il existe une propriété P telle que :
e pour tout x € ¥*, le fait que P(y) soit vraie pour tous les y € ¥* tels que x%y implique
que P(z) est vraie,
e il existe zg dans X* tel que P(xg) est fausse.
Alors, il existe z; dans ¥* tel que xo%xl et P(x;) est fausse, sinon, on aurait P(x). On
recommence a partir de x1, il existe forcément un x5 dans ¥* tel que xl%xg et P(xy) est
fausse. On peut donc construire un chemin de réduction infini dans (X, R) qui ne termine
pas, ce qui contredit le fait que (3, R) est noethérien.
Réciproquement : supposons que le principe de récurrence est vrai dans (3,R). On note
P(z) la formule propositionnelle :
P(x) :( Il n’existe pas de chemin de réduction infini partant de = dans (X, R)).
Soit = € X* et supposons que P(y) est vraie pour tous les y € ¥* tels que x%y, en particulier,
il n’existe aucun chemin infini partant d’un y tel que x%y, ce qui exclut la possibilité d’avoir
un chemin infini partant de . Donc (X, R) est noethérien. [
Définition 2.2.10

Soit (X,R) un semi-systéme de réécriture. Un branchement de (X,R) est un triplet
(x,y, z) d’éléments de ¥* tels que x%y et x%z, x est appelé la source d’un tel branchement.
On dit qu’un branchement (z,y, z) est local si r=y et r=z. Un branchement (z,y, z) est
dit confluent §’il existe un w € ¥* tel que y%w et z%w. On dit d’un tel w qu’il ferme le

branchement (z,y, z).
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Définition 2.2.11

On dit qu’ un semi-systéme de réécriture est confluent (resp. localement confluent) si
tous ses branchement (resp. branchements locaux) sont confluents. On dit aussi que la
relation binaire R est (localement) confluente.
Exemple 2.2.12

On consideére le semi-systéme de réécriture (X, R) ou ¥ = {«, 5}, R = {af—a, fa—[}.
Ce semi-systéme n’est pas confluent, car on a :
aﬁa%aﬁ%a et &Ba%aa, mais les mots aa, o sont en formes normaux.
Proposition 2.2.13

Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture.
1. Pour tout (z,y) de R, le branchement (x,y,y) est confluent
2. 8i (x,y, z) est un branchement confluent, alors
e Pour tout mot u de X*, les deux branchement (ux,uy,uz) et (xu,yu, zu) sont confluents.
e Pour tous mots u,v de ¥*, le branchement (uzv,uyv,uzv) est confluent.
3. Pour tous (x,y),(z,t) de R, le branchement (vz,yz,xt) est confluent. Dans ce cas on
dit que les réductions (xz,yz) et (xz,xt) sont disjointes.
Définition 2.2.14

Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture. Un branchement est critique s’il n’est pas de
la forme (ux,uy,uz) ou (xu,yu, zu) ou (r,y,z) un branchement, u est un mot non vide et
ses réductions ne sont ni égales ni disjointes.
Proposition 2.2.15

Un branchement critique dans un semi-systéme de réécriture (X, R) est nécessairement
d’une de ces deux formes :
e Un chevauchement (uzv,yv,uz) ot (ux,y),(zv,z) € R et u,x,v # €.
e Une inclusion (uzv,uyv, z) o (z,y), (uzv,z) € R et ux,xv # €.
Proposition 2.2.16

Si tous les branchements critiques d’un semi-systéme de réécriture (X, R) sont conflu-

ents, alors tous les branchements le sont.
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Démonstration

Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture dont tous les branchements critiques sont
confluents. Un branchement (z,y, z) est forcément dans un des cas suivants :
e Si (z,y, z) est critique, alors, par hypothése, il est confluent.
e Si y = 2, on a vu que le branchement (z,y,y) est confluent.
e Si les réductions x%y et x%z sont disjointes, on a vu que le branchement (x,y, z) est
confluent.
e Si(z,y,2) = (uz,uy’,uz’") ou (x,y, z) = (¢'u,y'u, 2’u), ou (2',4/,2’") est un branchement
et v un mot différent de €, on peut supposer que (2,9, 2') # (va”, vy, vz") et (', Y, 7) #
(v, y"v,2"v) ou (z”,y”,2”) est un branchement et v un mot différent de e. Donc le
branchement (2,1, 2’) entre forcément dans un des cas précédents. Ainsi, (z/,y/,2") est
confluent. Alors, on a vu que les branchements (uz’, uy’, uz") et (2'u, y'u, 2'u) sont confluents
aussi. Donc (z,y, z) est confluent. O
Exemple 2.2.17

Soient ¥ = {a, f} et R = {af—¢€, fa— €}, on a donc deux branchements critiques
confluents (afa, o, ), (Bas, 5, 5). Donc (X, R) est confluent.
Définition 2.2.18

Un semi-systéme de réécriture S = (£, R) est dit convergent ou complet s'il termine et
s’il est confluent. On dit aussi que la relation binaire R est convergente.
Exemples 2.2.19
1. Soient ¥ = {0,1} et Ry = {01—1,11—1}, le semi-systéme (X, R) est convergent, mais
si on remplace la régle 11— 1 par la régle 11— 11, le semi-systéme (3, R) non convergent.
2. Soient ¥y = {«a, 5} et Ry = {af— €}, le systéme (X, R) est convergent, car on a,
Yu,v € X* : uaﬁvzuv, et par suite on distingue deux cas:
- Siu# aouwv # [ alors le mot uv est irréductible.
Siu=aetv=/0,on aaﬁﬁzaﬁ%e.
3. Soient Y3 = {«a, 5,7} et Ry = {af— €, y— €}, le systéme n’est pas confluent, car

on a aﬁ’y?a et aﬁ’y?’y, mais les mots « et v sont sous formes irréductibles.
3 3
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Théoréme 2.2.20

Un semi-systéme de réécriture (3, R) est convergent si et seulement si il termine et s’il
est localement confluent.
Démonstration

Pour I'implication directe, supposons que (X, R) est un semi-systéme de réécriture con-
vergent. Par définition, il termine et est confluent. Or, il est évident que la confluence
implique la confluence locale puisque les branchements locaux sont aussi des branchements.

Réciproquement: Supposons que (X, R) termine et qu'il est localement confluent. Comme
(3, R) termine, on peut utiliser le principe de récurrence pour monter que tout branchement
est confluent. Plus précisément, on pose P(z) la formule propositionnelle
P(z) : ( Tout branchement de source = est confluent).
Si z est une forme normale, alors le seul branchement de source z est (x, z, ) qui est toujours
confluent: on a x%ag pour tout x. A présent, considérons un x dans ¥* et supposons que
P(y) est vraie pour tous les y € ¥* tels que x%y
Soit (x,y, z) un branchement, distinguons deux cas:
1. Six =y (ou x = z), le branchement est confluent car y = m%z et z%z
2. Sinon, il existe 4 et 2’ dans ¥* tels que a:?gy’ %y et $72>Z/ %z: on a un branchement
local (z,y',2") donc, comme (X, R) est localement confluent, il existe w € * tel que y'%w
et z/%w. On obtient donc un branchement (y,y',w). Comme x%y', on peut appliquer
I’hypothése de récurrence a y et en déduire qu'il existe u € £* tel que y%u et w%u.
Puisque x?z/, on applique de nouveau ’hypothése de récurrence & 2 pour conclure que le
branchement (z/, u, z) est confluent, c’est-a-dire qu'il existe v € ¥* tel que u%v et z%v. Le
branchement (z,y, z) est donc confluent et P(x) est vérifice. O
Corollaire 2.2.21

St un semi-systéme de réécriture est noethérien et si tous les branchements critiques sont

confluents, alors il est convergent.
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Exemple 2.2.22

Soient ¥ = {a,8} et R = {aff— ¢, fa— €}, on a deux branchements critiques
(afa, a, @), (Baf, B, B) qui sont confluents, le semi-systéme (X, R) est convergent.
L’algorithme de Knuth-Bendix: [21]

L’algorithme de Knuth-Bendix consiste & transformer un semi-systéme de réécriture
noethérien en un semi-systeme de réécriture convergent. Il s’agit d’'une procédure de com-
plétion, qui pour chaque branchement critique, regarde si il est conflue, et dans le cas ou il

n’est pas confluent, donc on rajoute une régle permettant d’obtenir la confluence.
b y J gle p

Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture noethérien. On notera BC' (R) I'ensemble des
branchements critiques formées a partir des régles de R.
Entrées: Un systéme de réécriture noethérien (X, R) et un ordre de terminaison <.
Sorties: Un systéme de réécriture convergent (X, R’), si la procédure termine avec succes,
"Echec" si la procédure échoue.
Initialisation:
S’il existe un couple (u,v) € R tel que u # v,u £ v et v £ u alors I'algorithme termine et
on fait retourner "Echec",
Sinon i :=0et Rg:={u — v\ (u,v) € Ret u <v};
Répéter
Rit1 = Ry;
Pour chaque paire {x — y,z — 2} € BC (R) faire
Réduire y et z a des formes normales IRR (y) et IRR (z);
SiIRR(y) # IRR(z),IRR (y) £ IRR(z) et IRR(z) £ IRR (y) alors terminer
et retourner "Echec";
Si IRR(z) < IRR (y) alors R;11 :=Riy1 U{IRR(y) — IRR (2)};
Si IRR (y) < RR(z) alors R;11 := Ry 1 U{IRR(z) — IRR (y)};
=14+ 1;
Fin
Jusqu'a 'R; == R;_1;

Retourner R;;
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Exemple 2.2.23 [21]

Soient ¥ = {a, 5,7} et R = {afa—paf,af—}. Ce semi-systéme est noethérien
mais il n’est pas confluent. Nous allons tenter grace & 'algorithme de Knuth-Bendix de
trouver un semi-systéme (X, R') convergent. Nous avons un premier branchement critique :

(aBa, By, 70) ; afa=ya, afa=Paf=p.

On rajoute donc la régle ya— /37y au semi-systéme (X, R). Nous avons un autre branche-
ment critique :

(aBaB, Bv8,77) ; aBaB=PBapB=pvB; afaB=afy=y.

On rajoute donc la régle fv5—77 au semi-systéme (3, R). Cette nouvelle régle forme un
nouvel branchement critique non confluent: (afvy3,vv5, ayy) ;aﬁ’yﬁ%’y’yﬁ , aﬂ’yﬂ%a’y’y.

Il faut rajouter la régle yyf——a~vyy au semi-systéme (X, R). Vérifions a présent si les
branchements critiques restants sont confluents :

L (yaB, BB, 77) : vaB=ByB=yy; yaB=yy.

2. (afafo, 187,957 : afaBaaBfaf=mybabsy iy afafossfafia fyfasrra iy,
3. (YaBa,v7,787) : yaBayBaB=py; yaBa=BySa=yya=ypy.

4 (Y1BYB 1) L BB ¥YB B ey B ayay = e =YY Y Y-

5. (BYBB, By, Byyy)  BYBYB=BYYY; ByBYB=AYBZ 0= By

On obtient un nouvel semi-systéme convergent (X, R') ou

R’ = {apa—pPaf, af—y,ya— v, fyS—77, 7y S—ayv}.
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2.3 Etude des cas ou le semi-systéme de réécriture de mots ter-

mine

Les corollaires qui suivent sont des conséquences de I'implication 3 = 1 du théoréeme
2.2.6
Corollaire 2.3.1 [15]
Soit (31, R1) un semi-systéme de réécriture tel que Ry = {o;—3;,1 <i <mn,n € N*}.
Si V1 <i<n,|a;| > |B,|, alors le semi-systéme (X1, Ry) est noethérien.
Démonstration
On prend (X3, Rs) = (N, >), on a (N, >) termine et soit I’application de longueur
¥ (X1, R1) — (N, >), définie par w — |w|.
L’application ¢ est un morphisme de monoides et Yw,, w; € X7,
on a wy=wy <= do;—p6; € Ry, I(z,y) € 35 X EF : wy = zoyy et we = x5,y).
On a ¢p(w1) = ¢ (zasy) =[] + |os] + |y| et Y(ws) = P(zBy) = [z + 8] + |yl
comme V1 <i < n,|a;| > |B,;], alors ¢(wy) > ¢(wq) donc ¥(wy) >T (wq). O
Par conséquent (X1, R1) est noethérien.
Exemple 2 3.2
Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture avec ¥ = {«, 5} et la relation R = {aa—[}.
On |aal =2,|8] =1, donc |aa| > ||, et par conséquent le semi-systéme (X, R) termine.
Remarque 2.3.3
L’inverse du corollaire 2.3.1 n’est pas vraie, par exemple le semi-systéme de réécriture
(3, R), avec ¥ = {a, 8,7} et la relation R = {af—yaa} est noethérien.
Corollaire 2.3.4 [15]
Soit X = {01,029, ...,0,} un alphabet, n € N —{0,1}. Etant donnée 'application

A: X — N, g, — A(0;). On définit Uapplication X : X* — N comme suit :
X(w) = Z o) [w|,, . L’application X est bien un morphisme de monoides.
1=1

Soit (X1, R1) un semi-systéme de réécriture avec Ry = {Oéj—>/8j, 1<j<myme N*}.

Si pour tout 1 < j <m: ;\(aj) > X(ﬁj), alors (X1, Ry) est noethérien.
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Démonstration
On prend (X5,R2) = (N,>), on a (N,>) termine. Et soit ¢ : (X1,R1) — (X2, Ra),
définie par ¢ (w) = ;\(w) L’application 1 est bien un morphisme de monoides.

On a : Ywi,wy € E’{,wlzwg < da;—f; € Ry, 3(z,y) € X x 8] : wy = wajy et

wy = xf;y. Done h(wy) = Y(voyy) = X(:c) + X(Oéj> + ;\(y) et Y(wy) = Y(xfy) = X(x) +
X(ﬁj)—i-r/{(y), commel < j<m: X(ozj) > ;\(ﬁj), alors 1 (wy) > 1 (wsy) donc ¥ (wy) >T (wy).
Enfin (X1, R1) est noethérien. O

Exemple 2.3.5

Soit ¥ = {«, 5,7} un alphabet, et soit A : ¥ — N, avec A\(a) = 1, A(5) = 2, A(y) = 3.

Et Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture tel que ¥ = {«, 3,7} et la relation R définie
par {#f—aaq,yf—af}.

Comme |56| = |aa| et |v8] = |af| on utilise le Corollaire 2.3.4 au lieu du Corollaire 2.3.1
car les conditions dans ce dernier ne sont pas verifiées.

Vérifions qu’on a : X(ﬁﬁ) > ;\(aa) et X(vﬁ) > ;\(Ozﬁ).

On a M(BB) = () B8, + A(B) I8B], + A |86l, =1 x 0+2x 243 x 0 =4.

De méme A(aa) = A(a) [aal, + A(B) [aal, + A7) [aal, = 1 x 242 x 043 x 0 = 2.
Dautre part on X(yﬁ) = M) |78l + AB) 7Bl + AV B, =1 x0+2x1+3x1=5.
Et A(aB) = Aa) |af], + A(B) [aB], + A7) [afl, = 1 x 1+2x 14+3x 0 =3.

Finalement (¥, R) est noethérien.

Une autre méthode pour montrer la terminaison d’un semi-systéme de réécriture de mots
(3, R) utilise une fonction de poids P : ¥* — T ou l'’ensemble 7" est muni d’un ordre >
bien fondé, on démontre alors que cette fonction vérifie la condition suivante :

Si Wi ws, alors P(w;) > P(ws). L’existence d'une telle fonction implique la terminaison
d’un semi-systéme de réécriture et réciproquement. Puisque l'ordre sur les entiers naturels
est bien fondé, une condition suffisante de terminaison est donnée par l'existence d’une
fonction P : ¥* — N, on fait remarquer que la condition : ”si w; =W alors P(wy) > P(wy)”
est décidable si P est un morphisme de monoides de (¥*,-) vers (N, +) et 'application P

vérifie pour tout u—v de R : P(u) > P(v).
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Proposition 2.3.6 [15]

Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture de mots, ¢ : (¥*,-) — (N, +) un morphisme
i=|w|

de monoides non trivial et la fonction P : ¥* — N définie par P(w Z n' x (w
n € N — {0} ou w(i) désigne la i-éme lettre de w.
|ul = [v] (C1)
SiYu — v € R, et alors (X, R) est noethérien.
P(u) > P(v) (Cy)

Démonstration

Tout d’abord on montre quon a: Y,y € ¥* : P(zy) = P(x) + kel x P(y).

=|zy| i=|x| i=|z|+|y|
On a P(zy) = anw xy) Zn X Y((xy) Z n' x ((zy) (i))
i=|z|+1
i=|z| i=|y|

=) i x () (i) + Z s ((wy) (o] +4))

i=1 i=1
i=|z| i=|y|

—anw Zn'z'“xw ) (i) = P(a) +nl"h x P(y).
Sment u—v € Retx y 6 ¥*, on montre que P(zuy) > P(zuy).
On a P(zuy) = P(z(uy)) = P(z) + nl"l x P(uy) = P(z) + nl*l (P(u) + nl"l x P(y))
= P(z) + nl*l x P(u) + nl#?H¥lul x P(y). D’autre part, P(zvy) = P(z(vy)) = P(z) + nl*l x
P(vy) = P(z)+nl*l (P(v) + nl’l x P(y)) = P(z) + nl*l x P(v) + nl*ITl"l x P(y). D’apres les
conditions (C1), (Cs), décrites ci-dessus on a P(zuy) > P(xvy) et par conséquent (X, R) est
noethérien. [J
Exemple 2.3.7 [15]

Soit X = {«, 3,7} un alphabet et la relation R définie par {Sa—saf,y5—(7}.
On consideére le morphisme, 9 : ¥* — N, avec ¢ (o) = 3,9 () = 2,¢ (7) = 1 et la fonction

i=|wl|
de poids P : ¥* — N, ou P (w ZQZX@/J
Pour la condition (C}), on a |fa| = |046| =2et [vB] = |By| = 2.
Pour la condition (Cy), on montre que P(Ba) > P(af) et P(yf5) > P(S37).

=2
On a, P(fa) = Zglxwﬁa ) =2x9(8)+ 22 x 9 (a) = 16.
=1

=2

De méme P(aff) = Z 21 x P(aB(i)) = 2 x ¥ (@) + 22 x 1 (B) = 14, donc P(Ba) > P(ap).
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Pour P(yf3), on a, P(yf) = ZWWW ) =2 x ¢ (7) +22 x ¢ () = 10.

De méme P(B7) = Z 20X (By(i)) = 2 x ¢ (8) + 22 x ¢ (7) = 8, donc P(v) > P(By).
Par conséquent (X, R) est noethérien.
Proposition 2.3.8 [15]

Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture de mots, ¢ : (3*,-) — (N, +) un morphisme
i=|w|
de monoides non trivial et la fonction P : ¥* — N définie par P(w) = Z i x P(w(i)),
i=1
ot w(i) désigne la i-éme lettre de w.

(
ul = [v] (C1)
et
SiVu—veR,{ Pu)> Pv) (Cy)  alors (X, R) est noethérien.
et
L ¥ (u) > (u) (Cs)
Démonstration

Tout d’abord on montre qu’on a: Vz,y € ¥~ : P(:cy) = P(z)+ P(y) + |z| x ¢ (y).
i=|zy| i=|x| i=[x|+[y]

On a P(xy) = szwxy szwa:y Z i x (xy(i))
i=|z|+1
i=|z| i=[y|

=D i xu(a() + S (el +9) x w(ay) (] + )

i=1

i=|z] i=ly i=ly|

= > ix((@) (@)+ ) (=] + ) x((y) () = P(x)+P(y)+a|xd (y Z¢ ))-
Soient u—wv € R etz;,ly € ¥*, on montre que P(zuy) > P(zuy).
Ona P(zuy) = P((uy)) = P(x)+Pluy)+ o] x 1 (wy) = P(x)+Plu)+P(y)+]ul x (v)+
[} (¢ (u) + 1 (y)) = [P(x) + Py) + [x] x ¢ ()]+[P(u) + [u] x ¢ (y) + [z] x ¢ (u)]. D’autre
part, P(zvy) = [P(x) + P(y) + x| x ¢ (y)] + [P(v) + [v] x ¢ (y) + |2] x ¥ (v)]. D’aprés les
conditions (C), (Cs), (Cy) décrites ci-dessus on a P(zruy) > P(zvy) et par conséquent
(3, R) est noethérien. [

Exemple 2.3.9

Soit X = {«, 5,7} un alphabet et la relation R définie par {fa— v, af—av}.
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On consideére le morphisme, ¢ : 3* — N avec ¢ (o) = 2,7 (8) = 1,¢ (7) = 0 et la fonction

i=|w|
de poids P : ¥* — N, ou P (w szw
Pour la condition (C}), on a |Sa| = |57| =2et |af| = [ay| = 2.

Pour la condition (Cy), on montre que P(Sa) > P(fv) et P(af) > P(ay).
=2

On a, P(fa) = sz1/1604 )=1x9v(B)+2xv¢(a) =
=1
=2

De méme, P(87) = 3 i x $(3(i) = 1 x ¥ (8) +2 x  (3) = 1, done P(Ba) > P(B7).

=1

i=2
Pour P(af3), on a P(af) =Y i x h(af(i)) =1 x ¢ (a) + 2 x ¢ (8) =
=1
i=2
Pour P(ay), on a, Pay) = Y i x ¥(ay(i)) =1 x ¢ () + 2 x 1 () =
Donc, on a bien P(af) > P(ZOT;/)
Pour la condition (C3), on montre que ¢(Ba) > (87) et Y(af) > P(ay).
On a (fa) = 3, 9(B7) = 1, ¥(af) = 3,b(a7) = 2

Finalement les conditions (C1), (Ca) et (C3) étants vérifiées, alors (X, R) est noethérien.
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Chapitre 3

Probléme du mot dans un monoide

Introduction

Soit F un ensemble et p (z) une propriété qui dépend de la variable  de E' (I'univers).
Le probléeme P : " Est-ce que P (x) est vrai?" est dit décidable s’il existe un algorithme qui
pour chaque z dit "oui" ou "non" & la question précedente. Ce probléme avait été posé la
premiére fois par David Hilbert, au Congres International des Mathématiciens qui a eu lieu &
Paris en 1900. L’indécidabilité est la négation de la décidabilité. Parmi les problemes connus
indécidables, on cite par exemple le le probléme de Post qui on peut le formuler comme suit
: On donne deux suites finis X et Y de mots sur un alphabet ¥, X = uq, uq,...,u, et
Y = vy, 0, ...,v,. Existe-t-il une suite 7y, 19, ..., i, telle que w;, u;,...u;, = v;y0;,...0;, 7. Par
exemple, sur 'alphabet ¥ = {0,1}, le probléme avec X = 1,10111, 10,

Y = 111,11,011 est décidable : on a usujuius = wvoviviv3. Mais le probleme avec X =
10,011,101,Y = 101,111,011 n’a pas de solution.

On introduit dans ce paragraphe quelques définitions, propriétés et notations concernant
la notion d’indécidabilité d’un probléme du mot dans un monoide libre. Le probléme du
mot on peut le formuler comme suit : etants donnés un monoide >* librement et finiment
engendré par un ensemble Y2, et une congruence de ce monoide engendrée elle-méme par une
relation finie R, le probléme du mot consiste & reconnaitre si deux éléments du quotient,
définis par deux représentants dans X*, sont distincts ou non. Il est bien connu que ce

probléme est en général indécidable [21, 30]. Cependant, on peut chercher des cas spécifiques
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pour que ce probléme devienne décidable, c’est le cas si dans toute classe d’équivalence on
sait trouver un représentant canonique. Une idée simple est de prendre comme représentant
un mot de plus courte longueur dans sa classe. Certains auteurs (Adjan, Book, Huet, Knuth
et Bendix et Nivat), ont donné des conditions suffisantes sur R qui permettent 1’existence
d’un algorithme de décision pour le probléme du mot. Une des méthodes de décision consiste
a associer & R un semi-systéme (3, R) de régles de réécriture, tel que deux mots wiet ws
sont équivalents modulos % si, et seulement si il existe au moins une suite de dérivations
de source w; et une suite dérivations de source ws qui aboutissent au méme mot. Dans le
cas ou on peut trouver un tel semi-systéme complet (c-a-d termine et confluent) et fini, il

est alors claire que le probléme du mot est résoluble.

Contenu du chapitre 3

3.1. Notations et définitions.

3.2. Quelques exemples ol le probléme du mot est résoluble.
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3.1 Notations et définitions

Définition 3.1.1

Etant donnés un alphabet ¥ et une relation R sur le monoide libre >*, on définit
la congruence engendrée par R, notée %, comme la plus petite relation d’équivalence
contenant R et compatible avec la concaténation des mots, le quotient de »* par <%> est
alors le monoide défini par les générateurs ¥ et la relation R.
Proposition 3.1.2

Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture. La congruence %) engendrée par R est
définie comme suit :
° w?w’, s’il existe u,v de X* et r — s € (RUR™) tels que w = urv,w' = usv.

* ! . . . .
o w<=w , s’il existe une suite finie de mots ug,uq,...,u, de 3* avec,
R

Uy = w,ui?um,vo <i<n-1etu,=w.

Proposition 3.1.3
1. Soit h : ¥* — T'* un morphisme, la congruence associée a h, notée =, est définie par
: pour tous u,v € X* u =, v <= h(u) = h(v).
2. Soit R une relation sur ¥* qui vérifie h(r) = h(s) pour tout (r,s) € R, alors il existe un
unique morphisme 1 : Z*/% — I'* tel que Ypop =h ou % est la congruence engendré
par R et p est la surjection canonique.
Définition 3.1.4

Soit (2, R) un semi-systéme de réécriture.
Si (X, R) est complet, alors pour tout w € ¥*, 'unique m € IRR (R) tel que w%ﬁn est
appelée forme normale de w.
Exemple 3.1.5

Soient ¥ = {a, 8} et R = {af—La}. Pour tout mot w € ¥*, 'unique m € TRR (R)
tel que w%m est m = Pa? ot p = |w|; et ¢ = [w]

Définition 3.1.6

a

Soit (2, R) un semi-systéme de réécriture. Décider I’équivalence de deux mots modulo

<%> est un classique probléme dit le probléme du mot dans un monoide il s’agit donc étants
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données deux mots quelconques w et w' appartenant a * décider s’ils appartiennent a la
méme classe d’équivalence modulo la congruence (%)

Exemples 3.1.7

1. Soit ¥ = {a}, et R = {a®— €}, € est le mot vide. Vw € ¥*, on distingue deux cas :

e si |w| est paire alors w%}e.

. . . *
e si |w| est impaire alors wE=a.

Finalement ¥* = {[a] s €] ?} et le probléme du mot dans cet exemple est résol-
uble.
Théoréme 3.1.8

Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture. Si (X, R) est complet, alors

P:IRR(R) — (37/<=), wi— [w] -,

R

ot [w](:) désigne la classe d’équivalence du mot w modulo la congruence (%) , est une
bz’jectio;:.
Démonstration

L’application P : ¥* — (E*/%) étant surjective, montrer ce théoréme revient &
montrer que pour tout mot m de ¥*, il existe un unique w irréductible tel que P(m) = P(w),
autrement dit, qu’on a m%w.
e L'existence : Comme (X,R) est noethérien, toute chaine m = mo%ml.”%mk...
s’arréte en un nombre fini d’étapes g. Alors m, sera irréductible et m<;:>mq.
e L’unicité: Supposons qu’il existe w,w" € IRR(R) tels que w%}w/. Alors il existe une
suite w = wo, wy, ..., Wy = w' € Y* telle que wi?wiﬂ, pour ¢ = 0, ....,g — 1. Montrons par
récurrence sur k dans [0, ¢] que wq et wy, sont joignables. Si k=0, w = wy = w'. Cest donc
évident. Supposons que wy et wy, sont joignables et montrons que wy et wy1 sont joignables
pour k < g — 1. Soit v € wg|wy. Si wy <R: W11, alors par transitivité, wk+1<%>v et donc
v € wolwgiy, sinon wk:R>wk+1. Par hypothése de confluence, on obtient 1’éxistance de
v € v]wy,q. Par suite, v' € wo|wy,q. Finalement, w = wo et w' = w, sont donc joignables.

. ’ ’ . , . ’ N . e,
Soit u € w]w , comme w et w sont irréductibles, alors on a w = v = w, d’ou 'unicité. [
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Remarque 3.1.9
La méme congruence peut étre engendré par plusieurs relations.
Exemple 3.1.10
Considérons, sur I'alphabet 3 = {«, 8}, les relations Ry = {a5a6—> €, fafa—s €, f7— e},
Ro = {6a5a—> €, P— 6}. On a %) = %), car aﬁaﬁ%ﬁﬁaﬁaﬁ%ﬂﬁ%e.
Notation 3.1.11
Les notations qui suivent ont étés données par Maurice Nivat dans [28].
Pour tous wy, wy € ¥¥,
1. wﬁ?wg < dr,y € %, Ju—v € RUR™ 1wy = zuy et wy = avy.
2. wl%wg — wﬁ?wg et |wy| > |ws.
3. wﬁ%wg — w1<?>w2 et |wq| = |ws.
On notera par %(resp. (%Y, ((%)*) les fermetures transitives et réflexives de
e
Définition 3.1.12
La définition suivante a été formuler par Jean Berstel dans [7].

1. La relation R est dite quasi-parfaite si, et seulement si, la condition suivante est satisfaite

VAW € IRR(R) : hh = h (%) .
2. La relation R est dite parfaite si, et seulement si, la condition suivante est satisfaite :
Vh,h' € IRR(R) : h%h' = h=".

Ramarque 3.1.13
Il est immédiat que R est quasi-parfaite si elle est parfaite.
Définition 3.1.14 [7]

Une congruence © sur le monoide libre 3* est quasi-parfaite (resp. parfaite) si, et
seuelement si, il existe une relation quasi-parfaite (resp. parfaite) R tel que © = <%>
Définition 3.1.15 [29]

Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture de mots, nous appelons chaine allant de w; en

wy, toute suite de mots x1, ...,z de X* satisfaisant :
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1. 21 = wy,

2. Tpy1 = wy,

3. pour tout ¢ =1, ..., k, xi?xiﬂ

La longueur de la chaine z, ...,z 1 est égale & k.

Il est claire que, pour tout couple de mots, wy,ws de ¥*, on a

w1 %wg ce qui équivant a dire, il existe une chaine allant de w; en ws.
Définition 3.1.16 [29]

Une chaine zy, ..., 2311 est dite décomposable si, et seuelement si, s’il existe deux indices

1 <1< <k+1tels que:

1. xﬁ%xﬁ%..&%xi,

2. xi%xiﬂ%.u%ag,

b (%) (2 (2)
Proposition 3.1.17 [29]

Soit (3, R) un systéme de réécriture de mots, la relation R est quasi-parfaite si, et
seulement si, pour toute chaine xq, ..., xp1q de X*, il existe une chaine décomposable allant
de x1 4 Tgy1-

Démonstration

Pour I'implication directe, on suppose que pour toute chaine x, ...,z de X%, il existe
une chaine décomposable allant de x; & ;.1 et montrons que la relation R est quasi-parfaite.
Soient (h,h') € IRR(R) tels que h%h’, alors il existe une chaine 1, ..., 1 de Y*allant
de h en h'. D’apres I’hypothese, il existe une chaine décomposable yq, ..., Y41 allant de h
en A/, donc il existe deux indices 1 < i < j < m + 1 tels que :

L. 3/1%%%%--%%7

2. yi%yiﬂ%m%yp

(%) () ()

Comme (h,h') € IRR(R), alors V1 <i < m : yi%yiﬂ, donc h <%}>* R

Pour la réciproque, soient wq, wy € 3* tels que wy %wz. Construisons, tant que cela est pos-
sible, la suite x; = wy, 21, ..., 1 en prenant, pour tout ¢ = 1,...,k, x;11 = {h : mz%h}
cette construction s’arréte quand on arrive a un mot x;,; tel que {h : $k+1<%>h} =,

autrement dit, xy,, est irréductible. De la méme fagons, on construit la suite
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Y1 = Wa,Ya,...,Y+1 telle que yl%yg%...%ylﬂ, avec Y41 est irréductible. 11 est

. s 1 * . *
immédiat que xpy 1 et Y11 sont congrus modulo ? ie, xkﬂ?ylﬂ et comme la re-

lation R est quasi-parfaite on a xjyq ((%)) yi+1 et par suite il existe une suite h; =

Tka1, hoy ooy himer = i1 telle que, pour tout ¢+ = 1,...,m, hi%hiﬂ. La suite x; =
W1, Ty s Thor1 = h1, hoy ooy Bpa1, Yiy -, y1 = wo est bien une chaine décomposable allant
de wy en wo. O

Définition 3.1.18 [9]
Soit © une congruence sur le monoide libre ¥*, et soit A un ensemble fini de mots de ¥*

dont nous supposerons que

Xt = U [wle

weA

ou [w]g désigne la classe de w modulo ©. On définit I’application A comme suit:
A:Y*— N

w— AMw) = inf {k € N: AK N [w]g # 0}.

L’application A est dite la longueur sur >* associée a © par A.

Nous dirons que cette longueur est archimédienne si, et seulement si,
Yw € ¥ Mww) < AMw) = AM(w) = 0.

Exemples 3.1.19

1. Soit ¥ = {a}, et R = {a®?— ¢}, € est le mot vide, % est la congruence engendré par
R.

Pour tout w € ¥*, on distingue deux cas :

e Si |w| est paire alors w%e.

. . . *
e Si |w| est impaire alors w<=-a.
R

Finalement ¥* %: {[a]é , [€] } On pose A = {a,€},ona X" = U [w] =, -
R R

<=
R weA
Si |w| est paire alors [w] . = [¢] », et A(w) = 0.
R R
Si |w]| est impaire alors [w] .. = [a] . et AN(w) = 1.
R R

2. On pose ¥ = {a}, et R = {a"— €}, € est le mot vide, % est la congruence engendré

par R. Soit w € ¥*, on distingue les cas suivants:
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e Si |w| = 0(mod n), alors w(%)e.
e Si |w| = 1(mod n), alors w%)a.
n—1

e Si jw| =n — 1(mod n), alors w%a

— —
R R

x /) K n—1 _ 2 n—1
Alors ¥ /?— {[e] R ,[a}%,...,[a ] s } On pose A = {6, a,0”, ..., a" 1}

Ona¥* = U [w] =, . Par conséquent :
weA R
e Si |w| = 0(mod n), alors [w] ., = [¢] », et AN(w) = 0.
R R
e Si |w| = 1(mod n), alors [w] -, = [a] », et A(w) = 1.
R R
e Si |w| = n — I(mod n), alors [w] -, = [a"""] - et M(w)=n—1.
R R

Corollaire 3.1.20

Si la congruence © = {(u,v) € ¥* x ¥* : |u] = |[v|} et A =X, alors [w]g = {u € ¥* : |u| = |w|}
et pour tout w de ¥* on a Mw) = |w| i.e, A est la fonction longueur.
Propriété 3.1.21 [28]

Soit X la longueur sur ¥* associée a <%> par A.
L’application X vérifiée les propriétés suivantes :
o Vw X : Nw) =0<+=w € [¢] . .

B

o Vw,w' € X% : Mww') =< AMw) 4+ Aw).

Démonstration
Pour 'implication directe, si A(w) = 0, alors A’N[w] -, # 0, ona A° = {e} , donce € [w] -,
R R
c’est-a-dire [w] .. = [€] ..
R R

Pour la réciproque, si w € [e xn alors w%e, donc € € [w]? , mais A% = {¢},
par conséquent A° N [w] ., # 0 et A(w) =0. O
Lemme 3.1.22 [28§] N
Soit A une application longueur archimédienne associée & la congruence % par A.

On a, Yw,w € ¥*: [ww']% = [e]? = [w'w]% = [e](?
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Démonstration
. ’ ’ < 9. * .

Soient w,w € ¥*, on suppose que [ww }? = [e]{%, c’est-a-dire , ww?e. On a bien
w/ww/w%}w/w, car (%) est une congruence. Donc A\(w'ww'w) = A\(w'w), comme \ est

. L e ’ , ’
archimédienne, alors A(w w), et par conséquent [w w] o = €] N O

R

Propriété 3.1.23

Soient ¥ un alphabet fini, % une congruence sur X* et A la longueur archimédienne.
On a les propriétés suivantes :

1. L’ensemble M = {w € X YrwX Nle -, # @} est un sous monoide de ¥*.
2. Le monoide quotient M/ % est un gro:;pe.

Démonstration

M est un sous monoide de ¥X*, en effet,

1. e€ M, car X*ex* N [e] =, # 0, (X*eX* = X*8* = (X*)? = &%),

2. Soient w,w’ € M, alorsRils existent u,v,u ,v € ¥* tels que :

(uwv € [€] «, et uw'' € €] =)
R R

On a d’apres le lemme précédent:

(uwv € [€] ., et u'w'v" € [ ) = (vuw € [¢] -, et w'v'u' €[] )
R R R R

= (vuw{%}e et w'v’u(%}e). Comme % est congruence, alors (vuw(%}e et vuww'v’u{%}vuw)
On a vuwwlvlu%e = Sww' S N o, #0=ww € M.
R
e Montrons que M/ % est un groupe:
Notons P le morphisme canonique de ¥* sur ¥*/ %

Siw € M, alors il existe u,v € ¥* tels que uwv € [¢] d’ott encore vuw € €] ., qui
R

"
<=’
R

sécrit [vuw] -, = [€] ..
R R

On a les égalités suivantes :
[vuw]é = [e]‘:) < P(vuw) = [e]é < P(vu)P(w) = [¢] =
R R R
Alors l'inverse a gauche de P(w) est P(vu).

D’autre part, vwv € [] ., = wvu € [e] = P(wvu) = [¢] ., = P(w)P(vu) = [€] - .
R

R R
Alors l'inverse a droite de P(w) est P(vu). Finalement 'inverse de P(w) est P(vu) et par

conséquent M/ (%) est un groupe. [
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3.2 Quelques exemples ot le probléme du mot est résoluble

La réécriture peut apporter une réponse partielle au probléme du mot dans un monoide :
on utilise ici le fait que la réécriture est un calcul de formes normales. En effet, supposons
que (X,R) soit une présentation convergente. Alors, pour tout u € ¥*, u posséde une
unique forme normale I RR(u), comme tout enchainement de réductions partant de u et
arrivant & une forme normale aboutit forcément a I RR(u) en un nombre fini d’étapes, on a
un algorithme de calcul de I RR(u) pour tout w.
Proposition 3.2.1
Soient u et v deux éléments d’un semi-systéme convergent (3, R).
On a, u%ﬂ) si et seulement si IRR(u) = IRR(v).
Démonstration
Pour I'implication directe, comme (X, R) est convergent. Si on a uRwv, alors
IRR(u) = IRR(v), on en déduit que, si u%v, alors IRR(u) = IRR(v).
Réciproquement : si, IRR(u) = [RR(v), alors u%}]RR(u) = JRR(U)%»U,
et donc u(%)v.
Exemples 3.2.2
1. Soient ¥ = {a, 8}, et R = {af—Pa},
On a, pour tout w € ¥*, il existe un unique (n,m) € N? tels que w%)ﬁ"am ,
o m = |w|, et n = |wl,.
On a le probléme du mot est résoluble car,
Vw,w" € ¥*, si (Jw|, = ’w/‘a et [w[, = |w'|ﬁ), alors w%w'.
2. On pose ¥ = {a}, et R = {a"— ¢,n € N—{0,1}}, € est le mot vide.
Soit w € ¥*, on distingue les cas suivants:
e Si |w| = 0(mod n), alors w%e.

e Si |w| = 1(mod n), alors w(%}a.

e Si |w| =n — 1(mod n), alors w%a"fl.
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—

Alors ¥/ <%> = {[e] esla) e [a T s }, dans ce cas le probléme est résoluble car,
R R R

Yw,w' € ¥*, on a, si [w| = |w'| (mod n), alors w%w'.
3. Soient ¥ = {a, 8}, et R = {af— ¢, Ba— €}, € est le mot vide.
Soit w € ¥*, on distingue les cas suivants:
. *
e Si |wl|, = |wl,, alors we=e.
o Si [wl|, > |wl|s, cest-a-dire |w|, = |w|z +n,n € N*, dans ce cas w%a”.

o Si |w|, > |w|,, cest-a-dire |w|; = [w], +m,m € N*, dans ce cas w%}ﬁm.

Donc Z*/(%) = el e [0 o [8™] =, (n,m) € N¥ X N*}. Le probléme du mot dans
R R R

ce monoide est résoluble puisque :

’

Vw,w € ¥*, on a, si |w|, — lw|y = |w’ o |w’|ﬁ ou [w[z — |w|, = |w g }w,|a,

alors w(%)w'.
Définition 3.2.3
Dans [9], on a la définition suivante :
Soient ¥ un alphabet et A C ¥ un sous alphabet, notons PA : ¥* — A* la projection
Pr(oc)=0 sioc€A, et
Pr(o)=¢ sio¢A.
Théoréme 3.2.4 [9]

définie par :

Soient u,v € X*,0 C X x X une relation sur X et soit A un sous alphabet de X, i.e,
A C Y. On considére la projection sur A Pa : ¥X* — A*. On a
. i) Pioy(u) = Psy(v), pour tout o de X et
UV <
To i1) Po,py (1) = Ppop(v), pour tout (o, 3) ¢ 0
ou Ty = {af—pa: (o, B) € 6}.
Démonstration

. . . . *
Pour I'implication directe, on suppose que u<=-v et on montre que
Ty

Poy(u) = Psy(v), pour tout o de ¥ et
Py (u) = Ppapy(v), pour tout (o, 5) & 0

n=+4o0o n
On a u<=v ssi (u,v) € idge U ( U ( = U = 1) ), on distingue les deux cas :
Ty Ty Ty

n=1
1. Si (u,v) € idg«, donc on a les deux conditions 7) et ii).
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Ty Ty

2.Si (u,v) € <HZOOO(:> U :>—1)n>,i.e, Im € N—{0} : (u,v) € (? U :>‘1)m,

n=1
Sim =1, ie, u ? U :T>9 1) v, alors 3 (\, 1) € 0,3z, y € X* tels que:

(u=zAuy et v = zpAy) ou (u = zpAy et v = zAuy). Dansle cas o, (u = xAuy et v = TxuAy)
on vérifit que Vo € ¥ : Ppy(u) = P(y3(v). On a les cas suivants:

o Sio#\eto#p,alors Py(eAuy) = Proy(xply) = Py (zy).

e Si o = A, alors Ppy(zAny) = Ppgy(zpdy) = Py (2) APy ().

e Si o = p, alors P,y (vApy) = Py (zpdy) = Py () APy (y).

De la méme maniére on vérifit que

o Si (u=xply et v =xApy), alors, Vo € X : Py (u) = Py (v).

Montrons que V (o, B) ¢ 0 : Pro 3 (u) = Ppapy(v).

o Si (u=xAuy et v =xp\y), on a P, gy (u) = P sy (%) Pla,sy (M) Pla,sy (y). Et Pl gy (v) =
Pia.py (%) Pra gy (A) Pra,sy (y), donc pour montrer que, V (o, 5) € 0 : P gy(u) = Prapy(v), il
suffit de vérifier que V (o, ) & 0 : P gy(At) = Ppagy(A). On suppose que 3 (o, 5) ¢ 6 :
Pro gy (M) # Progy(ppA). On a les deux cas suivants :

® Si Pl gy (M) = Apet P gy (uA) = pX avec A # p, alors (A = a et = ) ou (A = et u = a).
Dans les dex cas on a, {«, 8} = {\, u}, donc (o, B) € 6, contradiction.

© Si (Ppagy (A1) = A et Pra gy (pA) = paveeh # p) ou (Pragy (M) = o et Pragy(pA) = A, A # p),
alors {«, B} = {\, u}, donc (o, B) € 0, contr%ldiction.

eSim>2 ona(uv)€E ?j U :T>0 1] e, il existe une suite d’éléments u1, ..., Up_1

de X* tels que :

Uy (Tf U :Tz_l) Us et usy (Tf U :T>9_1> US, ooy U1 (? U :Ti_l) v. Dans ce
cas il est claire qu’on a les deux conditions vérifieés.

Pour la réciproque, raisonnons par récurrence sur la longueur commune de u et v. Pour

lu| = |v], comme P, (u) = Pg3(v), pour tout o de X, on a v = v, donc (u,v) € ids-,
alors u%w. On suppose que |u| = |v| > 2 et posons u = ogu’ avec o9 € X, u’ € ¥*.
Comme Py (u) = Po1(v), on a Ppyy(v) # €. Posons v = v'ogv” avec P,y (V') = €

(si on commence par gg, on prend v' = €, sinon v' # €). Montrons d’abord que o¢v’ %v’ 0o,
cela est vrai si v’ = ¢, sinon soit n; € Alph (v'). Alors Py, 3(v) commence par 7; tandis

que Py, n,3(u) commence par o, cela implique que (09,7,) € ¢, donc 0'0771%7]10'0. On
6
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. * ,
note v’ = ny...n,, on a V1 < ¢ < n : (0;,1m,) € 0, donc oyn,<="n,00, et par conséquent
Ty
(NG 1,9 1,9 1,7 . * /
ogv'<=v'0p. Ainsi on a ogv'v <:>v ogv” ie, ogv'v <:>v On montre que v'v” <=/,
To Ty
solent o, § € ¥ tels que («, ) ¢ «9, on distingue les deux cas suivants:

e Si oy ¢ {a, [}, alors,

Papy(V'0") = P gy (V'oov”) = Piapy(v) = Plagy(u) = Pragy(00u’) = Ppa gy ().

e Si par contre ¢ € {«, 5}, supposons par exemple o = 0g, on a

Pioy.5y(0) = Ploy 5y (V'000") = 00Pioy 51 (V") = 00 P 00,5} (V'07) = Py gy (1) = 00 Par,3y (),
d’ott Py 53 (v'0”) = Pisy 5 (¢'), maintenant montrons que,

Vo € ¥ : Py (v'v") = Py (v'), on distingue les deux cas:

® Si 0 # 0¢, on a, Py (u) = Poy(v) = Py(oot) = Py (V'ogv”) = Py (W) = Py (v'v”).
e Si o =0, 0n a, Py (u) = P (o) = 0P (u)

et P13 (v) = Piog) (V'o0v”) = 00 Py (V7).

1., 1,7 !,

Et par I’hypothése de récurence, on a donc v'v <:>u on a v'v <:>u = ogV'v <:>00u
9

Finalement on a <a v’v”<:>agu et ogv'v” <:>v) donc u<=v.
Ty
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Chapitre 4

Quelques applications de semi-systémes de réécriture et le

probléme du mot dans un monoide

Introduction

Dans ce chapitre on donne quelques applications de semi-systémes de réécriture et le

probléme du mot dans monoide.

Contenu du chapitre 4

4.1. La construction de certains codes a groupes.

4.2. Présentation de quelques monoides par générateurs et relations.

4.3. Présentation de quelques groupes par générateurs et relations.

4.4. Etude d’un systéme de cryptage basé sur le probleme du mot dans un
monoide libre.

4.5. Langage engendré par un semi-systeme de réécriture.

4.6. Les bases de Grobner et semi-systémes de réectiture de mots.
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4.1 La construction de certains codes A groupes

Dans la théorie de code, on distingue deux grandes familles de codes : les codes de longueurs
constantes, les codes de longueurs variables.

Les codes de longueurs variables constituent une classe d’objets trés importante, comme
témoignent les différents domaines dans lesquels ils furent introduits : en théorie de I'information
par SHANNON (1950), dans la théorie des langages formels par SCHUTZENBERGER
(1956).

Dans ce travail, on s’intéresse & ce dernier type de code plus précisément les codes de
longueurs variables dits codes a groupes.

Définition 4.1.1

Une partie X de ¥* est un code si, et seulement, si tout mot de X admet une unique
factorisation en mots de X. Autrement dit, pour tous m,n > 1 et x1, ..., Tp, Y1, ooy Ym € X,
la condition x12s...7, = Y1Ys...Y,n, implique n = m et x; = y; pour tout i = 1,...,n.

On dit qu'un code X sur ¥ est maximal dans ¥* (au sens de l'inclusion) si pour tout
code X' C ¥*, si X C X', alors X = X',

Exemple 4.1.2

1. Soit 'alphabet ¥ = {a, b}, 'ensemble X = {a"b" : n > 1} est un code.

2. Soit alphabet ¥ = {a, b}, ’ensemble X = {a, ab, ba} n’est pas un code puisque aba € X+
et aba = a(ba) = (ab)a (aba admet donc deux factorisations différents en mots de X).
Définition 4.1.3

Une partie X de ¥* est préfixe (resp. suffixe) si aucun facteur gauche (resp. droit)
propre d’un mot de X n’est dans X, en symboles: X N XX = () (resp. X N XX+ =10). La
partie X de ¥* est bi-préfixe s’il est a la fois préfixe et suffixe.

Proposition 4.1.4

Sotent G un groupe et H un sous groupe de G, 1 : ¥* — G un morphisme. Posons
X* = Y(H) avec X l'ensemble minimal générateur de X*. Alors:

1. X est un code bi-préfize.

2. Si 1 est surjectif, alors X est un code maximal bi-préfixe.
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Remarque 4.1.5
1. Dans le cas ou le morphisme 1 est surjectif, la base X de X* (qui est donc toujours un
code bi-préfixe maximal) est nommée code a groupe. Nous dirons que c’est le code a groupe
deéfini & partir de G, H et 1, nous le noterons X (G, H)¢'
2. Soit X (G, H)w un code & groupe. Nous dirons que X est de degré d si [G : H] = d.
Nous dirons que X est régulier si H = {14}.
Exemples 4.1.6 [16]
1. Considérons le morphisme de monoides ¢ : {a,b}" — (Z, +) defini par :
b(a) = 1,0(b) = —1,8(e) = 0. Done, Yw € {a,b}" : t(w) = ], — [wl,.
I’ application v est surjective car Vm € Z, Jw € {a, b} tel que ¢ (w) = m.
On distingue les cas suivants :
1. Sim =0, alors ¥ (¢) = 0.
2. Sim >0, alors ¢(a™) =m-¢(a) =m-1=m.
3.8im <0, alors (b)) = —m - ¢(b) = —m - (—1) = m.
Soit H = {0} le sous groupe trivial de (Z,+). Alors
X = 1 ({0}) = {w € {a, b} s v(w) = [ul, — w], = 0}
= {w € {a,b}" : |w|, = |wl|,}. Donc X est infini car X contient les mots de la forme a"b", n >
0, finalement, d’apreés la proposition 4.1.4, X est un code maximal bipréfixe.
2. Soit ¢ : ¥* — (Z/nZ,®) le morphisme de monoides défini par :
(o) =1 pour tout o € X et 1)(e) = 0.
Donc pour tout w € ¥* : ¢(w) = |w| mod (n). L’application 1 est surjective car pour tout
m € Z/nZ, il existe w = ¢™ € ¥*, 0 € ¥, tel que Y(o™) = .
X* =y 1 ({0}) = {w € T : [w| =0 (mod n)}.
Alors X = X". D’aprés la proposition 4.1.4, X est un code maximal bi-préfixe.
Proposition 4.1.7

Soit X C X*. Alors X est un code a groupe si, et seulement si le monoide syntaxique
M(X™) est un groupe.
Exemple 4.1.8

Considérons le morphisme ¢ : {a,b}" — (Z/2Z,®) défini par :
U(a) =0,9(b) =1,4(e) = 0.
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On pose X* = ¢~ '({0}) = {w € {a,b}" : |w|, = 0[2]}. Donc X = ba*bU {a}.
le monoide syntaxique M (X™*) est un groupe d’ordre 2.
Proposition 4.1.9
Soit X C ¥* un code fini. M(X*) est un groupe si, et seulement si X = ¥". Et dans ce
cas M(X*) est cyclique d’ordre n.
Exemple 4.1.10 [16]
Considérons le morphisme ¢ : {a,b}" — Z/3Z défini par :
d(a) = (b) =T,7(e) =
On pose X* = ¢~ ({0}) = {w € {a,b}" : |w| = 0[3]}.
Alors X = {a,b}* = {aaa,abb, aab, aba, baa, bbb, bab, bba}. M(X*) est un groupe cyclique
d’ordre 3.
Proposition 4.1.11 [16]
Sotent G un groupe et H un sous groupe de G. Soit v : ¥* — G un morphisme
surjectif. Le Sous monoide X* = ' (H) est complet.
Démonstration
Le Sous monoide X* = ¢)"*(H) est complet si, et seulement si pour tout w € ¥*, il existe

u,v € ¥ tels que uwv € X*. Comme X* =1 '(H), On a
uwv € X* <= Y(uwv) € H <= Y(u)(w)y(v) € H.

On pose (1) = (PY(w)) ™" on ((Y(w))™" de31gne I'inverse de 1(w) dans le groupe G), i.e
u € P! ({ »(w) 1}) avec 9~ ({ }) est I'image réciproque de {(Q/J(w))fl} et
v = €. Done é(u)b(w)i(v) = (B(w))” ( Jb(e) = ladg = 1 € H.
Exemple 4.1.12 [16]
Considérons le morphisme de monoides ¢ : {a,b}" — (Z,+) defini par:
$(a) = 1,6(b) = —1,(e) = 0. Done, Yw € {a,b}" : t(w) = ul, — [w],
On pose X* = ¢ '({0}) = {w € {a,b}" : |w|, = |w|,}. On montre que X* est un sous
monoide complet de {a,b}". Soit w € {a,b}", on distingue les cas suivants :
Cas 1:
Si w e X*, alors |w|, = |wl,, dans ce cas on pose u = v =€, on a ewe = w € X*.

Cas 2:
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Si |w|, < |w|,, alors il suffit de prendre u = a!*b=%le ¢t v =¢. On a
jwwol, = [ul, + [wl, + o], = [wl, — ], + o], +0 = [w],

De méme on a |uwv|, = |ul, + |w|, + |v|, = 0+ |w|, + 0 = |w], .

Alors , on a |uwv|, = |uwvl, et par conséquent uwv € X*.

Cas 3 :

Si |w|, > |w|,, alors il suffit de prendre u = b*le=Ivh et v = €.

On a |'U/lU'U|a = ‘U’|a + ’w’a + ‘U’a = 0 + ‘w‘a + 0 = |w|a‘

De méme on a uwvl, = [ul, + [w], + o], = |wl, — |w[, 4+ [w], + 0 = Jw],.

Par suite on a |uwv|, = |uwv|, donc vwv € X*.
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4.2 Présentation de quelques monoides par générateurs et rela-
tions

Une présentation d’'un monoide M est la donnée d’un ensemble 3, appelé alphabet, et
d’un ensemble R de relations sur >*, de telle maniére que le monoide M soit isomorphe a
I’ensemble de mots engendré par ’alphabet, quotienté par la relation de congruence %
engendré par R, i.e, M = E*/%
Définition 4.2.1

Une présentation (par générateurs et relations) d’un monoide M est la donnée d’un
alphabet Y et d’une relation binaire R sur X* tels que M soit isomorphe au quotient de >*
par la congruence %} engendrée par R, i.e, M = ¥*/ (%}
Si les deux ensembles Y et R sont finis, on dit que le monoide M est finiment présenté.
Exemples 4.2.2
1. Soient ¥ = {0}, et la relation R = & ( la relation vide), On a ({o}",-) = (N,+) ou
I'isomorphisme est défini par : € — 0,0 — 1.
2. La présentation du monoide (N2, +) : Soient ¥ = {«, 8} et la relation R = {a— fa}.
On a, pour tout w € ¥, il existe un unique (n,m) € N? tels que w%ﬁ”am, oum = |w|,
et n = |w|;. On définit Visomorphisme ¢ : N> — E*/%, P(n,m) = [6”0/”]% ol
[B"a™] -, désigne la classe d’équivalence du mot 3"a™. L’application ¢ est un morphisme.
En effet:zpour (n,m) € N2 (p,q) € N2, on a ¢)((n,m) + (p,q)) = ¥(n+ p,m+q)
= [p"Pamt] L = [rpPamal] s, = [Tl 2, = [Ba™] o [B7aY o = b(n,m) P(p, q).
Il est clair que ;j/z est surjectif. Mgntrons maintenagt que Y est i?ljectif. "
On a ¥(n,m) € N* ¥(p,q) € N*,9)(n,m) = 9(p, q) = [f"a"] o, =[] -,

< (n=pet m=yq).

3. La présentation du monoide (Z, +) : Soient ¥ = {«, 5} , et larelation R = {af— €, fa— €}.
Soit w € ¥*, on distingue les trois cas suivants :
o Si|w|, = \w\ﬁ, alors w%e.
o Si|w|, > |w\3, c’est-a-dire |w|, = |w\3 +n,n € N*, dans ce cas w%a”.

o Si |w|, > |w|,, cest-a-dire |w|; = [w], +m,m € N*, dans ce cas w%}ﬁm.
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Donc Z = Z*/% = {[e] s [af] o, [B™] s (n,m) € NP x N*}, Ou l'isomorphisme ¢
R R

<~
R
est défini par : ¢(0) = [¢] -, sin > 0, alors ¢p(n) = [a"] ., sin < 0, alors ¢(n) = [B‘”} ..
R R R

La proposition suivante est spécifique a la présentation d’un monoide fini.
Proposition 4.2.3
Tout monoide fini a une présentation finie.
Démonstration
Soit M = {x1,...,x,} un monoide fini de cardinal n, n € N* et d’¢lément neutre e.
Soient ¥ = {a,,r; € M,1 < i < n}etlarelation R = {amiaxj—wxm, Qe— €,2;,%j € M}
Ou € est le mot vide, alors pour tout w € ¥*, il existe {x;,...,z;} C M, tels que

* N .
W= Q... €6 w?amk, ol 7y, = ¥;...x;. Finalement on a

E*/% = {[wka:> e M, 1< k< n}, et par suite on définit I’isomorphisme 1) comme
R
suit :

v M — E*/(%), Y(rg) = [wy,] Ol Tp = Ty Tj, W = Qg...Qg, 174, ..., T f © M.

PN
Montrons que 1 est un morphisme deRmono'Ides. Pour (z,1;) € M?,

on a Y(zrx;) = P(Tm) = (W, ] 2., OU Ty = TpT; 6 W = Qg Qg

Donc [wy,,] =, = [0g, 0] =, _ (] = o [og] o = Y(an)Y(7;). La surjectivité de ¢ est
triviale étan?donnée que J( (W, ] =) - T mer injectivité de v, on a V(zg, z;) € M2, il
existe {z;,..x;},{xs, ..., ;s } T M Rl‘k = 1;..7j et 1] = Ty...xy, si Y(zy) = () alors
Y(z...x;) = P(zs...200) = [awi...axj}é = [, Qg ] =, = [ozxi__xj}é = [y 2y

= Tjelj = L. Ty = T = Ty 5 " " "

Exemple 4.2.4

Soit le monoide M = ¢ xg = ,T1 = , Ty = muni de la mul-

To | T1 | X2

To | o | T1 | T2

tiplication des matrices. La table de Cayley de M est définie comme suit:
Ty | T1 | T1 | X2

T | T2 | X1 | T2

Le monoide M vérifie les deux propriétés suivantes:Va; € M, x;x1 = 1 et z;x9 = .

Considérons ¥ = {a,,,z; € M,0<i <2} et R = {Oéx,‘&xj—>0éxixj,04x0—> €, T, XTj € M} )
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Ou € est le mot vide, donc pour tout w € ¥*, il existe {x;,...,x;} C M tels que
* . . . .
W = Q... Ol et w?azk, avec Ty = Tj...T;. On distingue les trois cas suivants :
. *
e Si w = ua,,, u € X*, alors w<=ray,.
R
. *
o Si w = ua,,, u € X, alors w<=a,,.
R

. *
e Siw=a,..q,, alors w<=-e.
xo oo R

Donc ¥*/ %: {[e] o [y ] e s [y <:>} Par conséquent on peut définir I'isomorphisme
R R R

R
Les propositions qui suivent permettent de donner des conditions sur les relations qui

¢ comme suit: ¢ : M — E*/%,w(xo) = €] o, (1) = g, ] o0, V(22) = [Qg,] =

assurent l'existence d’un morphisme entre les deux monoides quotients.
Proposition 4.2.5 [18]
Soient (X1,R1) et (32, Ra) deur semi-systémes de réécriture et h : ¥f — X5 un

morphisme de monoides tel que [h(r)] -, = [h(s)] -, pour tout r — s € Ry, ot [h(z)] -,
désigne la classe d’équivalence de [ ’élé;ient h(zx) ;zodulo la congruence engendrée par ]%2,
alors il existe un unique morphisme 1 de E“{/% dans 2;/%, avec 1) o p; = py o h.
Démonstration

Comme on a [h(r)] -, = [h(s)] ~ pour tout r—s € Ry, donc le morphisme py o h ,
vérifie la propriété Sljivante : pgfll‘ tout r—s € Ry, (p2 o h)(r) = (p2 o h)(s).

Dong, il existe un unique morphisme v de %%/ % vers 5/ <7;:2), avec Y o p; = po o h.
Exemple 4.2.6

Considérons les deux monoides X7 et ¥} ainsi que les deux relations R; et Ro,

. ¥ =A{a,p}. Yo =17\ u}.
ou, et
Ri={af — a,fa — a}. Ro = {uy — v, A\u — A}.
. . : h(er) = A
Et soit h le morphisme de X7 dans X5 defini par:
h(B) = n

Onapy:3¥5 — E;/% vérifie les égalités suivante: po (11y) = p2(y), p2 (An) = p2(A).
On montre que pour tout (r,s) de Ry, on a (py o h)(r) = (p2 o h)(s).

On a (p2 0 h)(af) = pa(vAn) = p2(7)p2(Mt) = p2(7)p2(A) = pa(YA) = (p2 0 h)(a).

De méme (p o h)(Ber) = pa(pyA) = p2(p7)p2(A) = p2(7)p2(A) = p2(7A) = (p2 0 h)().
Et par conséquent il existe un unique morphisme ¢ de X7/ % dans ¥/ %,

avec ¥ o p; = po o h.
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Proposition 4.2.7 [18§]
Soient (X1, R1) et (3a,R2) deux semi-systémes de réécriture convergents et

h: ¥ — X5 un isomorphisme de monoides tels que [h(r)] . = [h(s)] » et A(IRR(R;)) C

Ra Ra

IRR(Ry), on obtient dans ce cas : ZT/% = Z;/%
1 2
Démonstration

Comme [h(r)] -, = [h(s)] -, alors pour tout r—s € Ry, (p2 0 h)(r) = (p20 h)(s).

R2 R2

Donc il existe un unique morphisme ¢ de 37/ % dans ¥3/ %, avec 9 o p; = ps o h.
1 2

Plus précisément le morphisme v est défini par : ¢([z] +. ) = [h(z)] - .

<~ <~
Ry Ro
Montrons que v est injectif. Soient [x] . [y] . € X/ <R£1>, comme (X1,Rq) est con-
vergent, alors il existe (u,v) € IRR(R:) tels que ([z] -, = [u] . et [y] . = [v]-),
Ry Ry Ry Ry
donc ¢([z] o) = ¥(lyl ) & U(u] ) = ¥(v] ) & [h(u)] - = [A(v)]~,, comme

R1 R1 R1 R1 Ra Ra

Rh(IRR(R1)) C IRR(R3)) et (X2, R2) est convergent on a h(u) = h(v) et par suite u = v
car h est injectif ce qui montre qu’on a bien [r] .. = [y] - . Enfin, d’apreés la surjectivité de
Ry Ry

h, le morphisme v est surjectif car pour tout y € X3, Jx € X, avec y = h(x) ce qui permet
a écrire [y] . = [h(7)] =, = ¥([z] -, ). Finalement on a bien Vi 2N O

Ro Ro R1 R1 Ra
Exemple 4.2.8
Considérons les deux monoides ¥} et X3 ainsi que les deux relations R4 et R,

. ¥ ={a}. Y5 =N=(1).
ou, et
Ry = {aa— €}. Ry={0+0—0,0+1—1,1+0—1,1+1—0}.

Et soit h le morphisme de longueur de X7 dans 3% défini par: w —— |w|, il est clair que h
est bijectif.
On montre que (p; o h)(aa) = (pg o h)(e).
On a (pa o h)(aa) = pa(2) = p2(0) = (p2 0 h)(e).
De plus on a IRR(R1) = {¢,a} et h(IRR(R1)) ={0,1} = IRR(R>).
Finalement on a Z{/% = E;/%

Dans la proposition suivante, on donne une condition sur la relation d’un semi-systéme
de réécriture pour montrer que la congruence engendrée par cette relation est incluse dans la
congruence syntaxique de la classe d’'un mot quelconque modulo de la congruence associée

un morphisme de monoides.
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Proposition 4.2.9 [18§]

Soit h : ¥* — M wun morphisme de monoides et R une relation binaire sur 3* tel
que h(r) = h(s) pour tout r — s € R, alors pour tout u € ¥*, la congruence engendrée
par R est incluse dans la congruence syntaxique de la classe d’équivalence de u modulo =,.
Auterment dit: % gz[u]zh avec =p)_ désigne la congruence syntaxique du langage [u]Eh
ot [u]zh est le langage de la classe d’équivalence du mot u modulo la congruence associée
au. morphisme h.

Démonstration

Comme h(r) = h(s) pour tout r—s € R, on a R C=;, et donc % C=p, ie E*/(%)
est plus fine que ¥*/ =;,. Par conséquent, pour tout [u]l_, € X*/ =, il existe une
famille de mots {v;};.; de X* tel que [u]_, = U [vl]? Montrons qu’on a <%> C=p)_,
Soit (w,w/) € X* tel que w(%)w/, on doit vérifier que pour tout (x,y) € X*, on a :

(zwy € [ul_, & zw'y € [u]zh).

On a zwy € [ul_, = U [vi] =, & Fig € I tel que zwy € [v;,] -, et par suite xwy%vio.
R R

* ! P . * ’ *
De plus on a w<=w ceci implique que rwy<=xw y car <= est une congruence et par
R R R

conséquent zw’ y(%)vio, ce qui montre que zw'y € [v;,] -, et par conséquent xw'y € [ul_, =
R

U [v;] «.. De la méme maniére on peut vérifier la réciproque. Finalement, on obtient
R
= —E[“]Eh' [l

Exemple 4.2.10

Soit ¥ = {a, 8} et soit la relation R = {af—a}. On considére le morphisme de longueur
h : ¥ — N. On a pour tout u € ¥, [u]l_, = {z € ¥":|z| = |u[}. D’autre part, le

monoide quotient E*/% = {[ﬁ"am]é : (n,m) € NQ}. Montrons que %} C=p_, , soit
= =

(w,w') € (%), i.e il existe (p,q) € N? tel que w%ﬂpoﬂ,w%ﬁpaq, ou

!/

(]wyﬁ = [w'|z = p,|wl, = ||, = q). On vérifie que w =fu)_, W', soit (z,y) € ¥* tel que

rwy € [ul_,, on a zwy € [ul_, <= |rwy| = |u| <= |z| + [w| + |y| = |u|, comme
’

<|w|5 = |w'|y = p, |w|, = |v'], = q) donc |w| = |w'| ce qu'implique que |zw'y| = |u|, alors

Tw'y € [u]:h. De la méme maniére on peut vérifier I'inverse. Finalement <%> C=p_
= =h

Finalement, on donne une relation R sur le monoide libre ¥* dont le monoide quotient

¥*/ % est un groupe.
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Proposition 4.2.11 [18]

Soient ¥ = {01,049, ...,0,} un alphabet fini et la relation définie sur ¥* par
R={o;0;, — ¢,1 <i<n} ou e est le mot vide.
On obtient donc, le monoide quotient 3*/ <%> a une structure de groupe.
Démonstration
11 suffit de montrer que chaque classe de ¥*/ <%> est symétrisable.

Solent w = 0;,04,...0;, € ¥* et [w]_»  sa classe d’équivalence modulo %, autrement dit

PEIN
[w]? € E*/%}, avec [w]% = [(0:01-2...0%)]%. On pose w = 0y,...04,0;, (W est 'image
miroire de w).
On a [w}% [@]{%} = [(ailah...aik)]% [(Uik...ai20i1>]<%> = [(UilaiQ...aikaik...awail)]é
= [(04,04y...0:,04, 012011)]<%> = [(04,04,.-.04, 1)}% [(akak)]% (04 104,04)] =
= [(02-101-2...0% 1)}é [e]é} [(alk ) 0120“)](% = [(alal)Lé = [6]<:> O

R R =

Exemple 4.2.12

Soient ¥ = {01} et la relation R = {0101 — €} ol € est le mot vide.

Ona ¥/ &= €] = ,[o1] = p ot [¢] =, = {0oF, n est pair},[o1] -, = {oF, n est impair}.
R R R R R
[eey | ol
R R
La table de Cayley de groue X*/ %} est définie comme suit ;| [€] JEN [€] PEN lo4] JEN*
R R R
o], | lon] e, | [ ey
R R R

qui est isomorphe au groupe (Z/27, +).
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4.3 Présentation de quelques groupes par générateurs et rela-
tions

Soient GG un groupe et X une partie de G. On appelle sous groupe engendré par X, et on
note (X), le plus petit (pour la relation d’inclusion) sous groupe de G contenant X. Notons

que,
(X) ={21..0n,n N2, € X ouz;' € X,V1 <i<n}.

Si (X)) = G, on dit que X est une partie génératrice de G ou que X engendre G.
En fait remarquer que, si X est une partie génératrice d’'un groupe G, tout élément g de G
s'écrit g = x1...1,, avec 7; € X ou z; ' € X. Mais cette écriture n’est pas unique. Dans
cette section, on montre que pour tout ensemble X il existe un groupe L (X) dans lequel
tout élément s’écrit de maniére unique en fonction des générateurs x; € X. C’est le groupe
libre de base X. Ce groupe est d'une grande importance, car on verra que tout groupe
est isomorphe & un quotient d’un tel groupe. De plus, cela conduit & la notion de groupes
présentés par générateurs et relations, qui sont des groupes dans lequels les écritures des
éléments en fonction des générateurs peuvent étre simplifiées a 'aide des relations entre ces
générateurs.
Définition 4.3.1

Soient G un groupe et X une partie de G. Le groupe G est dit libre de base X si tout

élément g de G s’écrit de maniére unique

N1 N2 Nk
9=yl x
avec k,iy,...,1 € Nyny, ...,ng € Z, x4, ..., z;, € X, tels que z;; # x;,,,, pour

je{l,..,k—1}. Si k=0, on pose g = 1g. On dit alors que X est une famille génératrice
libre de G, ou encore que X est une base de G.

e Un groupe G est dit libre s’il posséde une base.

e Si le groupe GG posséde une base finie, il est dit libre de type fini.

Exemple 4.3.2

Le groupe (Z,+) est un groupe libre de base {1}.
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Théoréme 4.3.3

Pour Tout ensemble X, il existe un groupe libre L (X) de base X.
Définition 4.3.4

On appelle mot en X U X! toute suite finie d’élements de X U X1

u=zilx?..aroueg € {—1,1},i € {1,...,n}.

i1 Vg %

e Dans l'écriture ci-dessus, 'entier n est la longueur du mot u, qu’on notera |u.
3 3 ) 3 Y ) Y ]
e Par convention, il n’existe qu'un seul mot de longueur 0, qu’on notera e. C’est le mot qui

correspond & la suite vide de X U X 1.

€1 62 en etxﬁ T2

e Deux mots z; x;2...x T

;: sont des mots égauxsin = ket Vp,1 < p < n,i, = j,
et €, = 7,.
e On note M (X') 'ensemble des mots en X U X 1.
Remarque 4.3.5

Posons X = {;},.; et considérons X ~1 un ensemble équipotent & X, dont on notera les
éléments x; ',i € I. Tl est important de noter qu’il s’agit 14 seulement d’une notation, qui
sera commode dans la suite. Les éléments z; 1 i € I ne sont pas les inverses des x; puisque,
pour l'instant X et X ! ne sont que des ensembles sans aucune structure algébrique. On
aurait pu noter cet ensemble équipotent a X par Y et ses éléments par y;,¢ € I, mais, dans
la suite, ’écriture des éléments en aurait été compliquée.
Exemple 4.3.6
Soit X = {a, 3,7}, les suites a~'Baf 'yay,ay o~ Ba~t sont des mots de I’alphabet
XuXx—
Définition 4.3.7

Soit M (X)) I'ensemble des mots en X U X! on définit sur M (X) un produit (loi de
€1,.€

composition interne) par juxtaposition des mots. plus précisément, si v = z{ x;’...z;" et

— ATl .72 Tk €1 ,.€2 T1,.T2 Tk
v =z lzi2..x;k sont deux mots, alors uv =z atwl Tk
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Remarque 4.3.8

On remarque que le produit qu’on défini sur M (X) est associative et admet le mot vide
e comme élément neutre (Vu € M (X) : ue = eu = u), mais que M (X') n’est pas un groupe
car tout élément autre que € ne peut avoir d’inverse. En effet, pour tous u et v dans M (X),
on a |uv| = |u| + |v|, donc si u ou v est différent de €, alors |uv| > 0 et uv # €. Pour cela,
on peut définit sur M (X) une relation d’équivalence = telle que M (X') /= soit un groupe
pour le produit induit par celui de M (X).
Définition 4.3.9

Deux mots u et v de M (X) sont adjacents s’il existe mi,my € M (X) et a € X U X!
tels que : u = mimg et v = miaa " my ou u = myiaatmy et v = myma,
avec la convention (™')™ = a, pour tout a € X U X1,
Si u et v sont deux mots adjacents, on écrira uAv.
Définition 4.3.10

On définit la relation = sur M (X) par :

(u=v) <= (Ft1,....,t, € M (X) tels que u =ty,v=1t, et t;At;y1,i=1,...,n—1).

Proposition 4.3.11

1. La relation = est une relation d’équivalence.

2. La relation = est compatible avec la loi interne de M (X).

3. L’ensemble M (X')/ = est un groupe pour la loi induite par celle de M (X).

Notation 4.3.12

Pour tout u de M (X), on notera [u] sa classe dans M (X) /=.

Démonstration

1. Pour tout u de M (&X') on a u=u, il suffit de prendre n = 1,¢; = u, et on a la relation =
est bien réflexive.

La relation d’adjacence étant symétrique, on en déduit qu’il est de méme pour la relation
=. Soient u,v,w € M (X) tels queu =v et v=w, on a

(u=v) <= (Fty, ..., t, € M(X) tels que u =t;,v =t, et t; At;y1,i=1,...n—1) et

(v=w) <= (), ..., 1, € M(X) tels que v =1, w =1, et A, ,j=1,...,p—1).

Donc (u = t1) A A(t, =v=1 =t,11).. Atysp, = w. Dol u=w et la relation = est

transitive.
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2. Soient u, v, w € M (X), remarquons que uwAv implique que uwAvw. En effet,

e Si u = mymy et v = myaa"'my, alors uw = my (Maw) et vw = myaa™t (mow). Et par
conséquent,

o Si (u=t)A..A(t, =v), alors (uw = tyw)A...A(t,w = vw), ce qui prouve que la relation
= est compatible & droite avec la loi de M (X). Un raisonnement analogue montre la
compatibilité a gauche.

3. Pour montrer que M (X) /= est un groupe, il suffit donc de prouver que tout élément

[u] admet un élément symétrique. Considéroons d’abord le cas ou v € X U X! il est clair

1—

que uu~ = €, car en prenant {; = ty = €,

on a uu ! = euute et € = ee, d'ott uu'Ae. De la méme maniére, v 'u= e. On en déduit
donc que

Vu € XUX ' [uu!] = [u'u] = [€] ce qui équivaut & dire Vu € X UX 1 : [u] ' = [u!].

De plus la projection canonique p : M (X) — M (X) /=, u —— [u] vérifie

Vu, v € M(X): p(w) = [uwv] = [u] [v] = p (u) p (V).

Donc pour tout u = zf xi>...75" ot ¢; € {—1,1},4 € {1,...,n}, [u] est symétrisable et a pour
symétrie

[u] ' = [xfimfjxf:rl = [xf-:]fl [ycfll]fl = [z; ] . 277 = [o; 2] O
Remarque 4.3.13

On démontre que le groupe libre L (X) cherché dans le théoréme 4.3.3 est isomorphe a
M(X) /=

Définition 4.3.14

Un mot u de M (X) est réduit si u = € ou u = x7...x,,, avec x; € XUX ! tels que w1 # x4,
1=1,...,n—1

Proposition 4.3.15

1. Chaque classe d’équivalence de M (X') pour la relation = contient un mot réduit et un
seul.

2. 51 deux mots sont adjacents, alors leurs formes réduites sont égales.

3. Deux mots équivalents et réduits sont égauz.
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Démonstration voir [19)].
Théoréme 4.3.16 (propriété universelle du groupe libre)

Soient G un groupe, X une partie génératrice de G et 1 : X — G l’injection canonique.
Le groupe G est libre de base X si, et seulement si, pour tout groupe G’ et pour toute
application p : X — G', il existe un unique morphisme de groupes f : G — G’ tel que
foi=p.
Démonstration

Pour I'implication direct : supposons que G = L (X), tout élément g de L (X) s’écrit de
maniére unique
g =axw?..xpF, on pose, f(g) = p(wy)" . (z)™ et f(lg) = 1a.
Il est clair qu’on définit ainsi un morphisme de groupes f : L (X) — G’ vérifiant foi = p.
De plus, si f’ est un autre morphisme de groupes vérifiant f'oi = u, pour tout g € G =
L(X),ona f(g9)=f (g9),dou 'unicité.
Réciproquement : Supposons que toute application de X vers un groupe G’ se prolonge en
unique morphisme de G vers G'. On applique alors cet énoncé avec le couple (L (X),j) ou
j: X — L(X) est I'injection canonique. Il existe donc un unique morphisme
¢ : G — L(X) tel que poi = j. Comme, L (X) étant libre sur X, on sait que 'injection
canonique de X vers G se prolonge en un unique morphisme 1 : L(X) — G tel que
Yoj = i. En notant ¢, et ¢ les restrictions de ¢ et ¥ & X, d'ou ¢op = Idyx), ce qui
prouve que ¢ est injectif, puis o) = Idg, ce qui prouve que ¢ est surjectif. Par conséquent
les groupes G et L (X)) sont isomorphes. On en déduit que G est lui aussi libre sur X. [
Théoréme 4.3.17

Tout groupe est isomorphe & un quotient d’un groupe libre.
Démonstration

Soient G' un groupe, X une partie génératrice de G et i : X — G l'injection canonique.
D’aprés le théoréme 4.3.16, il existe un morphisme de groupes f : L (X) — G tel que fj, =
idx. Onadonc G = (X) = (f (X)) et f est surjective. Le premier théoréme d’isomorphisme

permet alors d’affirmer que G = (X) = (f (X)) est isomorphe & L (X) /Kerf. O
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Définition 4.3.18

Soit GG un groupe engendré par un ensemble d’éléments X = {z;},.,, ces éléments véri-
fiant un ensemble de relations R = {ry = 1lg},cx- On dit que (X/R) est une présentation
de G par générateurs et relations si G est isomorphe au groupe quotient L (X) / (R), ou (R)
est le sous groupe normal du groupe libre L (X), engendré par {7}, -
Remarque 4.3.19

Soit G = (X/R). Pour définir un morphisme surjectif de groupes f : L (X) — G, il
suffit de définir f(z) pour x € X. De plus si (R) le sous groupe normal du groupe libre
L (X) engendré par R est égale a K erf, alors G ~ L (X) / (R).
Exemples 4.3.20
1. On a ({z} /0) est une présentation de groupe monogene infini (Z, +).
2. Pour n € N—{0}, ({z} /™) est une présentation de groupe cyclique d’ordre n (Z/nZ,®).
3. {{x,y} /™, y?, wyxy) avec x # y et n > 2, est une présentation de groupe diédral D,,, ou

D,, est le groupe d’isométries du polygdne réguliers a n cotés.
g yg g
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4.4 Etude d’un systéme de cryptage basé sur le probléme du

mot dans un monoide libre

Dans cette section, on s’intéresse au protocole ATS-monoide (proposé par P. J. Abisha,
D. G. Thomas et K. G. Subramanian), I'idée de ce protocole est de transformer un semi-
systéme de Thue S; = (X, R) pour lequel le probléeme du mot est indécidable en un systéme
de Thue Sy = (A, Ry) ot # C A x A pour lequel le probléme du mot est décidable en un
temps linéaire. Plus précisément, on donne des attaques contre ATS-monoide dans des cas
spécifiques et quelques exemples sur ces cas
4.4.1 Définitions et notations
Définition 4.4.1.1

Dans [1], P. J. Abisha, D. G. Thomas et K. G. Subramanian, ont utilis¢ le théoréme
de 3.2.4 R. Cori et D. Perrin pour construire le protocole ATS-monoide. L’idée est de
transformer un systéme de Thue S; = (3, R) pour lequel le probléme du mot est indécidable
en un systéme de Thue S; = (A, Ry) avec § C A x A et Ry = {ab—ba : (a,b) € 6} pour
lequel le probléme du mot est décidable en temps linéaire.
Clef Publique : Un systéme de Thue S; = (3,R) et deux mots wy,w; de ¥*. Donc
(33, R, wp, wy) constituent une clef publique.
Clef Secréte : Un systéme de Thue Sy = (A, Ry) ou 'alphabet A de taille plus petite que

Y, un morphisme h de X* vers A*, vérifiant pour tout r—s € R :

(h(r),h(s)) € {(ab,ba) , (ba,ab)} , pour une paire (a,b) € 6,
ou bien h(r) = h(s).

Par conséquent, on a pour tout u,v € X, u(%)v = h(u)(%)h(v) (C).

ou par contraposition si h(u) et h(v) ne sont pas équivalents modulo %, alors u et v ne
sont pas équivalents modulo %

Et, nous avons aussi deux mots z, x1 de A* vérifiant xo%ﬂL(wo), ) %h(wl) avec h(wy) et
h(wy) ne sont pas équivalent modulo <Ré9> Le triplet (A, Ry, h € Hom (¥*, A*)) constituent

une clef secréte.
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Chiffrement : Pour chiffrer un bit b € {0,1}, Bob choisit un mot ¢ de ¥* dans la classe
d’équivalence de w, modulo %, i. e, ¢ € [wy) N ou [wy) N désigne la classe d’équivalence
w;, modulo % et envoi a Alice.

Déchiffrement : A la réception d’un mot ¢ de 3*, Alice calcule h(c) € A*. Comme c%wb et
d’apres la conséquence (C') pour tous u,v € ¥*, u%}v = h(u)%}h(v) on a h(c){%}h(wb),
par exemple si h(c)%xo, alors le message déchiffré est 0.

Exemple 4.4.1.2:

Clef Publique :

Y. ={01,09,03,04},

R = {(0203,03032), (0204,0403) ,(0103,0301)},

Wo = 0102040301020304,

W1 = 090403040207.

Clef Secrete :

A ={a,b,c},0 ={(a,b),(a,c)} et h: * — A* est défini par :

h(o1) = €,h(0o3) = a,h(os) = b, h(o4) = c.

Nous avons bien Ry = {ab—ba, ac—ca}, h(wg) = x¢ = acbabc et h(wy) = z1 = acbea.
Maintenant on vérifie les conditions suivantes :
1. h(wp) et h(wp) ne sont pas équivalent modulo %
2. pour tout r—s € R :
(h(r), h(s)) € {(ab,ba) , (ba,ab)} , pour une paire (a,b) € 6,
ou bien h(r) = h(s). .

Pour la condition 1. Il suffit d’utilisé le theoréme de R. Cori et D. Perrin.

On a Py (h(wo)) = Ppy(acbabe) = bb et Py (h(w)) = Py (acbea) = b, donc h(wyg) et h(w;)
ne sont pas équivalent modulo <R£9>

Pour la condition 2. On a R = {(0203,0303) , (0204, 0402) , (0103,0301)} donc

(h(o903), h(os03)) = (ab,ba) € Ty, (h(oe04), h(0403)) = (ac, ca) € Ty,

(h(o103),h(0301)) = (b,b) (ona h(o103) = h(o307).

Par conséquent, on a pour tout u,v € 3*, u%v = h(u)%h(v).
0
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Chiffrement : Par exemple pour chiffrer le 0, Bob choisit un mot ¢ de {oy, 02, 03,04} dans

, . * . N L.
la classe d’équivalence de wy modulo = loece [wo] =, ou [wo] -, désigne la classe de
R R

wo modulo % est alors envoyé a Alice.

On a wy = 0102040301020304%0104020301020304%0104030201020304.

On choisit ¢ = 0104030901020304.

Déchiffrement : A réception d’un mot ¢ de {01, 02,03,04}",

Alice calcule h(c) = h(o104030201020304) = cbaabe € {a,b,c}*. En utilisant alors le
théoreme de R. Cori et D. Perrin, on vérifie que h(c)%}h(wo). On a

Pray(h(c)) = Pray(h(wo)) = aa, Ppy(h(c)) = Ppy(h(wo)) = bb, Pey(h(c)) = Piey(h(wo)) =
cc. Donc pour tout o de {a,b,c}, Py(h(c)) = Pry(h(w)). De plus on vérifie que
Pouy(h(c)) = Py (h(wg)), pour tout (o,u) ¢ 6. Le complémentaire de ¢ par rapport
A x A notée Caxa 0 est {(a,a),(b,a),(bd),(bc),(c,a),(cb),(c,c)},

on Py (h(c)) = Ppey(h(w)) = cbbe. Finalement h(c)%)h(wo) = xp et le mot déchiffré
est 0.

4.4.2 Sécurité de ATS-monoide

Une attaque contre ATS-monoide ne permette pas de trouver exactement la clef secréte.
Nous obtiendrons plutét une clef qui lui est équivalente dans le sens suivant :
Nous dirons que (A, Ry, h' € H (¥*, A™)) est une clef équivalente a la clef secréte
(A, Ry, h € Hom (X*, A*)) si tout message chiffré avec la clef publique (X, R, wg, w;) peut
étre décrypter avec (A", Ry, h' € Hom (X*, A™)). Cest le cas par exemple si
(A", Ry, b € Hom (X%, A’™)) vérifie les trois conditions suivantes:
1. b’ est non trivial et |A'| < |X.

(R (r), ' (s)) € {(ab,ba) , (ba,ab)} , pour une paire (a,b) € ¢,
ou bien K/ (r) = h/(s).

3. h'(wo) et h'(wg) ne sont pas équivalent modulo %
Nous donnons quelques clefs qui sont équivalentes a la clef secréte (A, Ry, h € Hom (X%, A*)).
1. Soient h(X) = {h(c),0 € L} et 0’ = ONh(Z) x h(X). Alors: (h(X), Ry, h € Hom (X%, A*))
est une clef équivalente a la clef secrete (A, Ry, h € Hom (3*, A¥)).

2. Vr—s €R,
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2. Soient A’ un alphabet de la méme taille que A, i € I'so (A*, A™) et

i(0) = {(i(a),i(b)), (a,b) € 6}. Alors (A, Ry4),i0h € Hom (L%, A’™)) est une clef équiva-
lente a la clef secréte (A, Ry, h € Hom (X*, A*)).

Décrivons maintenant une attaque générale contre ATS-monoide. Dans le premier temps
nous remarquons qu’'une clef (A’ Ry, ' € Hom (X*, A™)) équivalente a la clef secréte

(A, Ry, h € Hom (3*, A*)) est indépendente de ’alphabet A, la seule chose qui compte c¢’est
la taille de A. D’autre part, nous observons que la relation Ry est facilement déduite de la
connaissance de h' € Hom (X*, A™).

Notons que, pour une Clef Publique (3, R, wq, w;) il existe un algorithme noté Algo-ATS-

monoide qui retourne une clef équivalente a la clé secréte (A, Ry, h € Hom (¥*,A%)) de
i=k
complexité |R| Z(z + )P avec k = |A.

i=1
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Algo-ATS-monoide [30]
Entrée : (X, R, wq, w ), une clef publique de ATS-monoide.
Sortie : (A;, Re,, h; € H (X%, Af)), une clef équivalente a la clef secréte.

Pour i,1 < i < |X] faire

Soit A; un alphabet quelconque de i lettres
Pour h; € H (X*, A}) faire
0; — 0
Pour (7, s) € R faire
Calculer h;(r) et h;(s)
Si hi(r) # hi(s) alors
Si h;(r) = ab et hi(s) = ba, pour a,b € A; alors
Si (a,b) ¢ 0; et (b,a) ¢ 6; alors 0; «— 0; U{(a,b)}

Sinon Choisir un autre morphisme, i.e. retourner a la deuxiéme boucle Pour

FinSi
Finpour
Si h;(wp) et h;(wy) ne sont pas équivalents modulo <R£> alors Retourner (A;, Ry,, h;)
0;
Finpour
Finpour

4.3.3 Quelques attaques contre ATS-monoide
Dans cette section on donne quelques attaques contre ATS-monoide c’est-a-dire dans
chaque cas nous retournons une clef équivalente a la clef secréte de ce protocole.
Corollaire 4.4.3.1 [17]
Soit (X, R,wo,w1) une clef publique de protocole ATS-monoide.
Si Nr — s € R,|r| = |s|, alors (A1 ={a},Re=10,h1 € Hom (X*,A})) ot pour tout
o € X, hy (0) = a, est une clef équivalente a la clef secréte.
Démonstration
La clef (A; = {a}, Ry =0,h1 € Hom (X*, A})) o pour tout o € X, hy (o) = a, vérifiée les
trois conditions suivantes :

1. le morphisme h; est non trivial car pour tout o € ¥, hy (0) = a # €.

2. Vr—ss € R, by (r) = hy (s) = (o) = ().
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3. Comme Ry = (), alors %) = idax et par conséquent hy(wg) et hy(wr) ne sont pas équiva-
lent modulo % puisque hy (wg) # hy (wy). Donc (Ay = {a}, Ry =0,hy € Hom (X%, A}))
est une clef équivalente a la clef secréte.
Corollaire 4.4.3.2 [17]
Soit (3, R, wo, wy) une clef publique de protocole ATS-monoide.
S’il existe 1 — s € R, |r| # |s|, alors (A1 = {a},Re =0, hy € Hom (X*, A}))
ot hy (X) = {a, €}, est une clef équivalente a la clef secréte.
Exemple 4.4.3.3
Clef Publique:
Y. ={01,09,03,04,05},
R = {(0103,0301) ,(0104,0401) , (0203,0309) , (0204, 0409) , (050301,0305)},
Wy = 0402040304020304, W] = 0920403040907.
La clef (A; = {a},Re = 0,hy € Hom (3*, A})) ot hy (01) = hy (03) =€,
hy (03) = hy (04) = hy (05) = a est vérifiée les conditions suivantes :
1. le morphisme h; est non trivial.
2.Vr—s € R, hy(r) = hy (s).
3. On a hy(wg) = ab et hy(w;) = a* et comme % = idas, alors hy(wo) et hi(w:) ne sont
pas équivalent modulo <7%9>
. Donc (A ={a}, Ry =0,hy € Hom (X%, A})) est une clef équivalente a la clef secréte.
Remarque 4.4.3.4
Dans le Corollaire 4.2.3.2 1l existe des cas ot le morphisme h; est trivial.
Corollaire 4.4.3.5 [17]
Soit (3, R, wo,wy) une clef publique de protocole ATS-monoide.
S’il existe une lettre oy, de lalphabet 3 telle que pour tout r — s € R, |r|, =ls|, =0,
alors (A1 ={a}, Ry =0,h; € Hom (X*, AY)) ou pour tout o € ¥ avec 0 # oy, hy (o) = €
et hy (or) = a, est une clef équivalente a la clef secréte.
Démonstration
La clef (A1 = {a}, Ry =0, hy € Hom (X*, A})) est vérifié les trois conditions suivantes:
1. le morphisme h; est non trivial car hy (o) = a # €.

2.Vr—s € R,hy (R) =hy(s) =e.
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3. Comme Ry = (), alors <R*:) = idax, donc il doit vérifiée que hy (wo) # hy (wy).
0
Remarque 4.4.3.6

Dans le Corollaire 4.2.3.5 Il existe des cas ot le morphisme h; vérifie ’égalité

hl (UJO> = hl (U)l)

4.5 Langage engendré par un semi-systéme de réécriture

Le terme langage désigne d’une part les langues naturelles sous leur forme parlée et écrite,
d’autre part les systémes de notations, les formalismes, utilisés dans diverses sciences comme
les mathématiques, la logique, la chimie, et en particulier en informatique (les langages de
programmations par exemple). Tout langage comprend un ensemble d’objets élémentaires,
que I'on peut composer pour constituer des unités qui ont un sens. La composition des objets
élémentaires est le plus souvent un simple enchainement (une concaténation). La notion de
langage formel est & distinguer de celle de langage de programmation, méme s’il existe des
liens entre les deux, les mots d’un langage formel sont étudiés indépendamment de toute
sémantique. Les congruences constituent un procédé de langages formels au méme titre que
les automates. Nous allons présenter ici les langages engendrés par des semi-systemes de
réécriture.

Définition 4.5.1 [7, 28]

Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture, un langage L sur X est congruentiel s’il existe
un mot w sur ¥ tel que L = [w] - .

Exemple 4.5.2 "

Soient ¥ = {«, 8} et R = {(af,¢€), (Ba,€)}, lelangage L = {w € {a, B}" : |w| est paire}
est congruentiel puisque L = [¢] -, par contre le langage L' = {w € {a, 3} : w = w} ou w
est 'image miroire de w, n’est p;s congruentiel.

Proposition 4.5.3 [7]
Soient (X, R) un semi-systéme de réécriture et w un mot quelconque de ¥*, on a pour

tout u, v, f, f' de ¥*,

siufov, f, f' € [w] ., alors uf'v € [w] ..
R R
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Démonstration

Ona f, f" € [w] -, ie, f%f’, commme (%) est une congruence, alors ufv%)uf’v, donc
R

uf'v e w] ... O
R
Prpposition 4.5.4 [7]
Soient (3, R) un semi-systéme de réécriture ou ¥ = {ag, aq, ..., } et R = {(a1aq...c,a0, ) }-

On a, ag + oy [ag] =, .0 [g] =, C o] =,

R R R
Démonstration
Soit € ap + a1 [ap] =, ... [g] -, , on distingue deux cas :

R R
e Siz =y, on ag € [ag]

xﬁ

e Siw € ayfag]s ..o (] +, alors il existe uy, ..., u, € [ap] -, tels que = ayuy...ap Uy,
R R

dl

. * *
On aVl <i<n:u<=aqp, donc aju...apu,<=a10q...0,00,
R R

0

*
et comme o ..., (g, alors = € () = .
R R

Proposition 4.5.5

Soient (X, R) un semi-systéme de réécriture et L un langage sur %, on a
si L est saturé par <%>, alors % C=y.

Démonstration
Le langage L est saturé par %} ie, L= U [ci] ., ol ¢; € ¥*. La congruence syntaxique
R
de L est définie par : (w = v') & (Vo,y € ¥* :zwy € L < zw'y € L).

On montre que %} C=;. Soient w,w’ € X* tels que w%}w’, on vérifie que w(%}w’.

—
R

Soient z,y € X* tels que zwy € L = U[Ci]é’ donc Ji, € I : zwy € [¢,].«. i,
R

xwy%qo. Comme % est une congruence, alors w%w’ implique xwy%xw’y. On

a (xwy<;:>cio et mwy%xw’y), d’apres la transitivité de (%), alors xw'y%)cio.

Donc zw'y € [¢;,] =, i.e, vw'y € L. [
R
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Définition 4.4.6 [14]

Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture de mots. A tout langage I" sur X, on associe
le langage : L(I'\R) = {w eX* Idyerl: fy%w}.

Autrement dit, le langage L(T", R) est 'ensemble des mots w en lesquels se réécrivent les
éléments de I selon %
Exemples 4.4.7
1. Soient ¥; = {a, 5}, Ry = {(af, aaBB), (Ba, a)} et Ty = {af, fa}.
Donc ona, L(I';,R;) = {w eX;,Iyely: W%w} ={a"5",n >0} U{5"a,n>0}.
2. Soient Yo = {A,B,C}, Ry ={(A,BA),(A,C)} et 'y = {A},
Et par conséquent, L(I'y, Rs) = {w eXi dyely: ”y%w} = {BkC, k> O}U{BkA, k> O}.
Remarque 4.5.8

Un semi-systeme de réécriture est un moyen trés pratique pour produire des mots, en
revanche, il n’est pas tres facile a utiliser pour valider I’appartenance d’un mot & un langage.
On appelle probléme du mot la question de savoir si w € L(I',R), le probléme du mot est

indécidable.
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4.6 Les bases de Grobner et semi-systémes de rééctiture de mots

En algebre appliquée, de nombreux problémes de modélisation se formulent en terme d’équations
polynomiales. L’étude des idéaux de polynomes & plusieurs indéterminées permet de ré-
soudre des systémes d’équations polynomiales & plusieurs inconnues, grace & des méthodes
algorithmiques. L’ensemble des polynomes & plusieurs indéterminées forme un anneau com-
mutatif, noté k[z1,...,z,]. Un idéal de k|[z1,...,z,] est un sous-ensemble de cet anneau,
stable pour addition et la multiplication. On peut définir des idéaux de k [z, ..., x,,] & par-
tir d’une famille de polynomes, appelée base de 'idéal. L’idéal correspond alors a ’ensemble
des combinaisons de polyndémes de la base. cette définition invite au probléme suivant : com-
ment savoir si un polyndéme donné appartient a 1'idéal engendré par une base donnée? (Le
probléme de I’appartenance a un idéal). La division euclidienne peut répondre a cette ques-
tion, par exemple, dans R [z], soient les trois polynémes f = 2* —z,g =2 —1,h = 2% — 1.
On cherche a savoir si le polynéme h appartient a I'idéal I = (f, g). On proceéde alors a la
division de h par f : 2°—1 = f (z 4+ 1)+x —1 puis on divise le reste (z — 1) par le polynome
g:x—1=g(x—1)+0. Ainsi, le reste de la division euclidienne de h par f et g est nul.
Donc h € I = (f,g). Mais cette méthode n’est pas toujours opérationnelle. En effet, dans
Rz],si f=2?>—1,9g=12%—x et h =12 — 1, le reste de la division euclidienne de h par f et
g est h qui n’est pas nul. Pourtant h = f — g appartient a I’idéal engendré par f et g. Donc
la division euclidienne ne permet pas toujours de résoudre le probleme de ’appartenance a
un idéal. Pour résoude ce probléme, une méthode consiste & trouver, pour un idéal donné,
une base qui respecte cette équivalence entre la nullité du reste de la division d’un polynéme
par cette base et I'appartenance de ce polynéme a I'idéal. On appellera cette base, base de
Grobner. Le mathématicien Buchberger & créé un algorithme qui, pour tout idéal, calcul
une base de Grobner. Cet algorithme termine avec succés en un nombre fini d’étape.
Définition 4.6.1

On appelle monome en les indéterminées x, ..., x,, tout produit de la forme z7*...2%", ou
at, ..., o, sont des entiers de N. On appelle degré total de ce mondéme la somme o + ... + .
On notant o = (o, ..., a, ), on pose @ = 2% ...2%". Par convontion, (% = 1. On notera

M(xq,...,x,) = {z* : @« € N"} 'ensemble des monomes en les indéterminées w1, ..., .
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Définition 4.6.2
On appelle polynéome en les indéterminées 1, ..., x, toute combinaison linéaire (finie)
a coefficient dans k de mondéme en les indéterminées xi,...,z,. Un polynéme f s’écrit

f= g a,r®, ol la somme est indexée par un nombre fini de n-uplets « et les a, sont des

scalairaes de k.
Le scalaire a,, est appelé coefficient du monoéme .
Si aq # 0, alors on dit que a,z® est un terme de f.
Proposition 4.6.3
L’ensemble des polyndémes en les indéterminées x4, ..., x,, muni de I'addition et la multi-
plication forme un anneau commutatif noté k [z1, ..., z,].
Exemple 4.6.4
Soit f = 523y + yz + 1 un polynéme de R [z, y, z|, alors 523y est un terme de f, 23y est
un monome, de coefficient 5 et de degré total 4.
Définition 4.5.5
On dit qu'un sous ensemble [ de k[z1, ..., z,] est un idéal si :
e () est élément de 1,
e Pour tous polynomes f; et fo de I, fi + f2 est un polyndéme de I.
e Pour tout polynéme f de I, pour tout polynéme g de k [z, ...,2z,]|, fg est un polynéme
de I.
Définition 4.6.6

Soient fi, ..., fs des polynomes de k [x1, ..., x,], ’ensemble

(f1, .0 fs) = {ih,fZ 1<i<seth € ]k[xl,...,:vn]}

est appelé idéal engendré par les polynémes fi, ..., fs.
Définition 4.6.7
On dit qu’un idéal I de k [z, ..., z,,] est finiment engendré ou de type fini, s’il existe un
ensemble fini {f1, ..., fs} de polynomes de k [z1, ..., z,,| tels que I = (f1, ..., fs)-
Définition 4.6.8
Un ordre monomial sur M(zq, ..., x,) est une relation < sur M(zy, ..., x,) telle que :

e < est un ordre total,
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e Pour tous monomes z%, 2°, 27 de M(z1,...,xy), si 2 = 2, alors %2 < 2827,
e Pour tout monéme z* de M (zy, ..., z,) distinct de 1, 1 < z®.
Exemple 4.6.9

On définit d’abord un ordre sur I’ensemble des indéterminées, généralement I'ordre al-
phabétique défini par z,, < ... < x;. On définit I'ordre lexicographique en posant ¢ <., =7,
si le premier coefficient non nul du n-uplet 5 — « est positif. Par exemple, dans M (z,y, 2),
22y23 <rer %Yz puisque (2,5,1) — (2,1,3) = (0,4, —2) et 4 > 0. L’ordre lexicographique
est un ordre monomial.
Exemple 4.6.10

On définit sur M(xq,...,x,) ordre lexicographique par degré noté =g, en posant
2% 2Griex ¥ i

i=n i=n i=n i=n
(Zai < ZBZ) ou <ZO” = Zﬁi et 2% <fex :EB>.
i=1 i=1 i=1 i=1

Ainsi, dans M (x,vy, 2), 22yz3 <pe, 22y%23 puisque 2 + 1+ 3 < 2+ 5+ 3. L’ordre lexi-
cographique par degré est aussi un ordre monomial.
Proposition 4.6.11

Soit < un ordre monomial sur M (z1, ..., 7,,). Soient 2, x” deux monodmes de M (z1, ..., T,,).
On a, si z® divise z”, alors 2 < .
Démonstration

En effet, si 2 divise 2, alors il existe un monome 27 de M (zy, ..., x,,) tel que 2° = x%2”.
Or, par définition, 1 < 27 d’out 2 -1 < 2 - 7. Donc z® < 2. O
Définition 4.6.12

Soit < un ordre monomial sur M (xy,...,x,). Soit f un polynéme de k [z, ...,z,]|. Le
polynéme f peut s’écrire sous la forme f = a1z + ... + a,x"
ol ay, ..., a, sont des scalaires de k et !, ..., % sont des mondémes de M (z1, ..., x,) tels que
x* <X ... < z%. On dit que :
e Le n-uplet a,. est le multidegré de f, que nous noterons mulitdeg( f),
e Le coefficient a, est le cofficient dominant de f, que nous noterons LC' (f),
e Le monome 2% est le mondme dominant de f, que nous noterons LM (f),

e Le terme a,2*" est le terme dominant de f, que nous noterons LT (f) = LC (f) - LM (f).

84



Exemple 4.6.13

On consideére 'ordre lexicographique, avec 1'ordre alphabétique z < y < z, le polynéme
[ = 2%z — 2%y23 + 2y*2* a pour multidegré (2,2,1), pour coefficient dominant 1, pour
monoéme dominant x2y%z. Si on considére I'ordre lexicographique par degré, alors
mulitdeg(f) = (0,4,4), LC (f) =2, LT (f) = 2y*2*.
Théoréme 4.6.14

Soient < un ordre monomial sur M (xq,...,x,) et F' = (f1,..., fs) un s-uplet de polynomes
de k[, ...,x,]. Alors tout polynome f de k|xy, ..., z,| peut s’écrire sous la forme
f=a1fi+..+asfs+7 ou a; et v sont des polynomes de k [xy,...,x,] et soit 7 = 0 soit
aucun des monémes de r n’est divisible par LT (f1), ..., LT (fs)-

On dit alors que 1 est le reste de la division de f par F et on écrit f?r
Définition 4.6.15

Soit I un idéal de k [x1, ..., x,], on note LT (I) = {LT (f): f € I},(LT (I)) est I'idéal
engendré par les éléments de LT (1).
Proposition 4.6.16

Soit I un idéal de k[xq,...,2z,], si I = {f1,..., fs), alors

(LT (f1) .. LT (£,)) € (LT (1)).

Définition 4.6.17
Etant donné un ordre monomial fixé, un sous ensemble F' = {f, ..., fs} d’un idéal I de
k[x1, ..., z,] est appelé base de Grobner de I si (LT (f1),..., LT (fs)) = (LT (I)).

Dans ce cas tout polyndéme f de I se décompose sous la forme

f=hfi+ ...+ hsfs,

ou les h; sont des polynomes de k [z1, ..., z,].
Exemple 4.6.18

Considérons l'idéal I = (fy, fo) de R [x,y] avec f; = 2° —2zy et fo = 2%y —2y* + 2. Pour
I'ordre lexicographique par degré les termrs dominants sont LT (f,) = 22 et LT (f2) = 22y,
on ayf; —xfy = —x* € I, mais le terme dominant LT (yf; — xf2) = LT (—x?) n’est pas
divisible par LT (f1) ou LT (fs), par suite, LT (—xz?) ¢ (LT (f1), LT (f2)), donc 'ensemble
{f1, fo} n’est pas une base de Grobner de .
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Définition 4.6.19
Soit I = (f1,..., fs) un idéal de k[z1,...,x,], on peut associer & I un semi-systéme de

réécriture fini (X, R) ou

Y =Awx1,.. .t et R=A{LT (f1) —LT (f1) — f1,..., LT (fs) — LT (fs) — s}

Théoréme 4.6.20

Une base F' = {fi,..., fs} d’un idéal I est une base de Grobner de I si, et seulement si,
la relation de réduction ? est confluente.
Exemple 4.6.21

Considérons l'idéal I = (f1, fo) de R [z, vy, 2] avec fi; = y—2% et fo = 2 — 23. Considérons
Pordre lexicographique induit par ’ordre alphabétique z < y < z. On obtient alors les deux
régles de réécriture 2> EEN y et 23 Pz On remarque que le mondme 23 peut étre réduit

3 J2, x, on parle alors de paire critique. Les polynoémes 3z

par les deux régles 23 LN Yz, 2
et x sont irréductibles. Donc le paire critique n’est pas confluente, d’ou {fi, fa} n’est pas
une base de Grobner de I pour cet ordre monomial.

Toutefois, si on concidére I'ordre lexicographique induit par ’ordre alphabétique

z <y <z, on a les régles y A, 22w ELRp )

On remarque que les deux polyndmes f; et fo ne forment pas de paire critique, ainsi { f1, fo}
est une base de Grobner de [ .

Définition 4.6.22

Soient deux polynomes f et g de k [z, ..., z,]. On note

a = (aq,...,a,) =multideg(f) et 8 = (B4, ..., 5,,) =multideg(g).

On pose v = (71, ...,7,,) OU pour tout i = 1,...,n v, = max (a, ;).
e Le monome 27 est appelé le plus petit commun multiple de LM (f) et LM (g). Nous le
noterons PPCM (LM (f),LM (g)).

e On appelle S-polynome de f et g le polynoéme S (f, g) = L;’Zf) - f = #zg) g
Exemple 4.6.23
On considére 'anneau R [z, y] muni de l'ordre lexicographique, avec y < z. Soient

f=a%? — 223 + x et g = 3zty + 92
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OnaS(fg) =gy f— o 9=S(F0) =55 f— 5L -g= -2 — Ly + 22
Théoréme 4.6.24

Soit I un idéal de k [x1,...,x,]. Une base F' = {fi,..., fs} de I est une base de Grobner
si, et seulement si, pour tous i et j de {1,...,s}, on a S (fi, f;) 0.
Exemple 4.6.25

Considérons l'idéal I = (fi, fo) de R [z, vy, z] avec f; = y— 22 et fo = z— 23. Considérons
Pordre lexicographique induit par 'ordre alphabétique z < y < z. On a
a =« :multideg(fl) = (0, 1) et f =multideg(f2) = (1,0), par suite v = (1,1). Donc
S(fi, f2) = LTfl - LT(f2 fo= i =2 fo = 2 +yd = afi — yfe, alors
S (fi1, f2) :F>0. Finalement F' = {f, fo} est une base de Grobner de I.

87



Conclusion

1. Dans ce travail on a donné des certains conditions pour assurer la propriété de terminaison
dans des cas particuliers. Notons que cette partie d’étude a fait 'objet d’une publication
intitulée : < On the termination problem forstring rewrite systems > dans le journal

International Journal of Computer Applications,Vol,146 — No.6,2016.

2. Etants données deux semi-systémes de réecriture (31, R1) et (Xq, R2). Nous avons déter-
miné quelques conditions sur les relations R; et Ry qui permettent d’assurer ’existence
d'un morphisme entre les monoides Xj /<Rél> et 2’2‘/% pour assurer le passage entre
les deux monoides quotients. D’autre part, on donne une relation spécifique R sur X*
qui fait du monoide quotient ¥*/ % un groupe. Ce travail a fait l'objet d’une publica-
tion intitulée : < Presentation of monoids by generators and relations > dans le journal

Global and Stochastic Analysis (GSA)Vol.3 — No.2,2016.

3. La construction de certains codes a groupes dans un monoide libre. Cette application a fait
I’objet d’une publication intitulée : < A Construction of Some Group Codes > Parue dans

le journal International Journalof Electronics and Information Engineering, Vol.4,2016.

4. Enfin, on s’intéresse au protocole ATS-monoide. Plus précisément, on donne des attaques
contre ATS-monoide dans des cas spécifiques et quelques exemples sur ces cas. Notons que
ce résultat a fait ’objet aussi d’une publication intitulée :

< Some attacks of an encryption system based on the word problem in a monoid >

dans le journal International Journal of Applied Mathematical Research.Vol.5(4),2016.
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