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Notations

> : alphabet fini.

>* : monoide libre sur X.

|w| : la longueur du mot w.

|w|, : le nombre d’occurence de la lettre o dans le mot w.
S = (X,R) : un semi systéme de réécriture de mots.
IRR(w) : le mot irréductible de w.

L: langage sur l'alphabet X.

H E; . produit cartésiens d’ensembles.

=1
R : relation binaire.

R? : la relation d’identité.

1(R) : le complémentaire de la relation R.
R"™ : la n-iéme composition de R.

R" : la fermeture réflexive de R.

R? : la fermeture symétrique de R.

R* : la fermeture transitive de R.

R* . la fermeture réflexive et transitive de R.
Rt : la fermeture d’équivalence de R.

S @ semigroupe.

End (S) : Pensemble des morphismes de S vers S.

= : isomorphe.

> : ordre bien fondé.

> : ordre strict.

= : ordre lexicographique.

L(T",R) : langage engendré par un systéme de réécriture.

¢ (n) : indicateur d’Euler.

C'(n) : complexité d'un algorithme.

Hom (¥*, A*) : Pensemble des morphismes de ¥* vers A*.
Iso(¥*, A*) : 'ensemble des isomorphismes de ¥* vers A*.

A=(Q,q,F,%,d) : automate fini.



(Q%,0) : monoide de toutes les fonctions de @ vers Q.
¥*/ ~ : monoide quotient.

Rat (X*) : les langages rationneles sur X.

G = (V,%, P,S) : grammaire algébrique.

F, : I'ensemble des applications de N” dans N.

go f : application composée de f et g.

1d : application identité de ’ensemble FE.

max (A) : plus grand élément de ensemble ordonné A.

min (A) : plus petit élément de I'ensemble ordonné A.



Introduction générale

Le présent polycopié reprend un cours de premiére année Master, spécialité Algébre et
Mathématiques Discretes, donné a I’Université de Mohamed Boudiaf-M’sila pendant les an-
nées 2016-2018. Le but de ce cours était de présenter aux étudiants les notions de base
concernant les semigroupes, les automates finis et les grammaires algébriques. Nous sup-
posons que le lecteur a une bonne connaissance de les premiers principes de la théorie des
ensembles.

Ce travail se situe dans le cadre de la théorie des semigroupes, automates finis et des
langages formels. La théorie des langages formels est née d’une tentative de modélisation
des langues naturelles.

Historiquement, les deux mécanismes trés connus pour définir un langage de mots finis
d’une maniére formelle sont principalement les suivants :

(1) Un mécanisme qui consiste & donner un processus de genération des mots, qui conduit
a la notion de grammaire.

(2) Un deuxiéme mécanisme de reconnaissance qui est réalisé a ’aide d’automate.

Ce travail est composé de cinq chapitres.
Le premier chapitre consiste en un rappel des notions et notations utilisées par la suite :
relations binaires et leurs propriétés, monoides, mots et langages, homomorphismes des

monoides.

Dans le second chapitre, on fait une étude sur les semi-systémes de réécriture ainsi que

certaines de leurs propriétés telles que : la terminaison et la confluence.

Dans le troisiéme chapitre, on donne les notions et les propriétés de base des automates

finis.

Nous aborderons et traiterons, dans le quatriéme chapitre la notion de grammaire al-

gébrique.

Le chapitre cinque sera consacré au fonctions primitives récursives, complexité d’un

algorithme et I'indécidabilité.



Nous avons d’ailleurs inclus un nombre considérable d’exemples. Les chapitres de ce

polycopié ce terminent par des exercices non corrigés.

\

Nous tenons, a la fin de cette petite introduction, a solliciter la haute bienveillance
de nos lecteurs de mous faire parvenir toutes leurs remarques via notre adresse E-mail :

nacer.ghadbane@Qyahoo.com.
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Chapitre 1

Notions élémentaires

Introduction

Ce premier chapitre contient les définitions et les propriétés des outils que nous utiliserons

par la suite : relations et lois de compositions internes, monoides libres, mots, langages.

Contenu

1.1. Relations et lois de compositions internes.
1.2. Monoides libres, mots, langages.
1.3. Ensembles définis inductivement.

1.3. Exercices.



1.1 Relations et lois de compositions internes

Dans ce qui suit, on donne quelques définitions et notations concernant les relations binaires
et les lois de compositions internes.

Intuitivment une relation entre deux ensembles d’objets signifie que pour un caractére
donné, certain éléments du premier ensemble sont en correspondance avec certains du sec-
ond. Par exemple si F' désigne ’ensemble de femmes et H celui des hommes, un élément

h € H sera en relation avec un élément f € I si h est fils biologique de f. Alors la relation

n !

étre fils biologique de " est une relation de H vers F' définie par les couples (h, f) qui la

vérifient.

Définition 1.1.1 : Une relation binaire est un triplet R = (E, F,G). E est ’ensemble de
départ de R, F' son ensemble d’arrivée et G une partie du produit cartésien
Ex F ={(z,y)/r € E,y € F'}, appelée graphe de R et souvent notée R. On note R :
E — F', pour désigner une relation R de F dans F. On écrit xRy pour signifier que
(xz,y) € R. Lorsque E = F', on dit que R est une relation sur F.
Exemple 1.1.2 : On désigne par w = (E, F, E x F) la relation universelle de E vers F.
Définition 1.1.3 : Soit R CE x F une relation binaire, on note R (¢) = {f € F/eRf},
I'image par R de e. R (e) étant pour tout e une partie de F, c’est-a-dire un élément de
I'ensemble 2f" des parties de F, R induit une application ) de E vers 2 définie par :
pour tout e € E ¢ (e) =R (e) ={f € F/eRf}.
Définition 1.1.4 : Soit R = (£, F,G) une relation binaire. Nous disposerons plusieurs
représentations équivalentes de R.

e Exhaustive : par la liste de toutes les paires (e, f) € R.

e Maricielle : par une matrice booléenne M (R), M (R) € M g« r| ({0,1}) avec

1si(e,f) R

0 sinon.

e Sagittale : par un ensemble de sommets £ U F' et des fléches reliant e € E & f € F si,

et seulement si, (e, f) € R.



e Cartésienne : elle utilise la fonction caractéristique de R, c’est a dire la fonction xz
Xr (e, f)=1 si(ef)eR

Xz (e, f)=0 sinon
On représente les éléments de E par des points sur une droite, et les éléments de I’ par des

de E x F vers {0,1} définie par :

points sur une autre droite perperdiculaire. On met un point a 'intersection des parlleles
en f et en e & ces deux droites respectivement si et seulement si x% (e, f) = 1.

Définition 1.1.5 : Toute relation R : E — F posséde une relation inverse (ou réciproque),
notée R~1L. 1l s’agit de la relation de F' vers E qui est caractérisée par : yR 'z <= 2Ry.
Définition 1.1.6 : On appelle relation identique sur E, notée 15 la relation définie par :

(e,€') € 1g <= e = ¢’. ou encore par la diagonal du produit cartésien £ x E :
1z ={(e,e) /e € E}.

Définition 1.1.7 : Les relations étants des parties de ' x F, on définit de maniére usuelle
le complémentaire R¢, la réunion R U S et 'intersection R NS de relations R et S. On a :
o (r,y) € RUS si, et seulement si xRy ou xSy.
e (z,y) € RNS si, et seulement si 2Ry et xSy.
o xRy si, et seulement si (z,y) ¢ R.
Définition 1.1.8 : Soient R : F — F et § : F — G deux relations. La relation
composée notée SoR : E — G a pour expression : z(SoR)z <= Jy € F, 2Ry et ySz.
Proposition 1.1.9 :
e Si R et S sont deux relations de E vers F', alors M (RUS) =M (R)V M (S)
et M(RNS)=M(R)ANM(S).
e Si R est une relation de F vers F' et S est une relation de F' vers G, alors

M(SoR)= Vv (M (R)o; A M (s>f,g).

feF

Proposition 1.1.10 : Soient des relations RC EX F,SCF xGetT CG x H. Alors
e70(SoR)=(ToS)oR.
el,0R =R =TRolp.
e (SoR) '=R oS
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Exemple 1.1.11 : Soient £ = {1,2,3} et R la relation sur £ décrite en représentation

010
matricielle par : M (R)=| 0 0 0 |. Alors R™! est représentée dans la méme représen-
010
000 000
tation par : M (R™*)=| 1 0 1 [. Nous aurons alors M (RoR™ ') =] 0 1 0
000 000
1 01
et M(R'oR)=| 0 0 0
1 01

Proposition 1.1.12 : Soit £ un ensemble, Fj une partie non vide de E et R une relation

sur £. Considérons la suite (F;),.y de parties de £ définie par :
Fii1 = F,U{x € E/3Jy € F; tel que zRy}.

S’il existe © € N tel que F;,, = F}, alors pour tout k € N, F, , = F;.
Preuve : Par I’absurde, supposons qu’il existe j > ¢ tel que Fj;; # Fj. On peut supposer
que j est le plus petit entier tel que cette inégalité soit satisfaire, et donc que F; = Fj_;.
Soit z € Fjy1 — Fj. Par définition, Jy € F} tel que 2Ry, et donc Jy € F;_; tel que 2Ry,
c’est-a-dire z € F(;_1)11 = Fj, contradiction.
Corollaire 1.1.13 : Si E est un ensemble fini, étant donnés Fj et une ralation finie R, on
peut calculer effectivement ’ensemble F' = U F;.
Définition 1.1.14 : Soit R une relation bilreliire sur un ensemble E. On dit que R est :

e réflexive si: Vo € E, xRu.

e antiréflexive si : il n’existe pas un élément x € F qui vérifie zRx.

e symétrique si : Va,y € E, 2Ry = yRx.

e antisymétrique si : Vz,y € E, xRy et yRex — = = y.

e transitive si : Vx,y,z € E, 2Ry et yRz = xR=z.

Une relation R a la fois réflexive et transitive est une relation de préordre. Si de plus R
est antisymétrique, on dit qu’il s’agit d’une relation d’ordre partiel.
Une relation d’ordre total est une relation d’ordre R telle que pour tout couple (z,y) € EXE,

on ait xRy ou yRz.

11



Une relation R sur F est localement finie si Ve € E, R (e) est fini.
Définition 1.1.15 : Une relation d’équivalence est une relation R sur F réflexive, symétrique
et transitive. La partie C' (z) = {y € E/2Ry}, pour un élément x € E, est appelé classe
déquivalence de x modulo R. Les classes d’équivalences modulo R forment une partition
de E. L’ensemble de toutes ces classes, noté /R, est appelé ensemble quotient de E par
R: E/R={C(x)/x € E}. L'index de R est le cardinal de £/R. On définit la projection
canonique 7 : F — FE/R qui associe x a C (z).
Définition 1.1.16 : On appelle chaine pour une relation R sur E une suite finie ou infinie
d’éléments : eg, €1, ..., €,, ... telle que, pour tout i > 0, (e;,¢e;,41) € R. Si eq, €1, ..., €, est une
chaine finie, ’entier n est la longueur de la chaine. Un cycle pour une relation R sur E est
une chaine finie non vide eq, ey, ..., e, telle que ey = e,,. Une relation R est dite acyclique si
elle est sans cycle. Une relation est noethérienne s’il n’existe pas de chaine infinie.
Définition 1.1.17 : Une relation R sur E est bornée si pour tout e € F, il existe n € N tel
que toute chaine admettant e comme premier élément est de longueur bornée par n. Une
relation bornée est donc noethérienne, la réciproque étant fausse.
Remarque 1.1.18 : L’ensemble des relations sur £ peut a son étre muni d’une relation
d’ordre partiel. On ordonne ses éléments par inclusion de leurs graphes. Ainsi, on dira que
R est plus fine que S, ou que S est plus grossiére que R, si R CS.
Définition 1.1.19 : Soit R une relation binaire sur un ensemble F et X C FE.

Soit x € X, I’élément x est irréductible dans X pour la relation R s’il n’existe aucun y
dans X tel que xRy. x est irréductible pour R s’il est irréductible dans F.
Proposition 1.1.20 : Soit R une relation binaire sur un ensemble F.

e Si R est globalement finie et acyclique, alors elle est bornée.

e Si R est localement finie et noethérienne, alors elle est bornée.

e Si R est localement finie et acyclique, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) R est noethérienne.
(2) R est bornée.
(3) R est globalement finie.

e Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) R est noethérienne.

12



(2) Pour toute partie non vide X de F, il existe x € X avec x irréductible dans X.

Définition 1.1.21 : Soient Fi, ..., Ej des ensembles partiellement ordonnés par les rilations
i=

<;y ©t = 1,..., k, respectivement. L’ordre lexicographique < sur F; X ... X E; = HEl est
défini par : (z1,...,2%) = (y1,...,yx) si soit (z1,...,2x) = (y1,-..,Yx), soit il eXiZS?é un d,
1 <d<ktel que zg <4 yq avec x4 # yq €t pour tout ¢t =1,...,d — l,on a x; = y;.
Exemple 1.1.22 : Soit F; = F, = N muni de l'ordre usuel. Alors, avec l'ordre lexi-
cographique =< sur N2, on a les couples (0,7) précédent les couples (1,7), de méme (1,17)
précedent (2,1) et ainsi de suite, pour tout i € N.
Définition 1.1.23 : Soit R une relation binaire sur un ensemble E, e, f € F et n € N.
On appelle R-chemin de longeur n de e & f toute suite w = (eg, €1, ...,€,) € E"™ de n + 1
éléments de E tels que e = e,e, = f et (e;,e,41) € R, pour tout ¢ = 0,...,n — 1. Si
e = f, alors w est un cycle. Un R-chemin dont tous les éléments sont distincts est appelé
hamiltonien.
Définition 1.1.24 : Soient £ un ensemble non vide et p une propriété des relations vérifiée
par E x E. Sil'intersection de toute famille de relations vérifiant P est une relation qui vérifie
P, alors il existe pour toute relation R une plus petite relation vérifiant P et contenant K.
On l'appelle la P-fermeture de R. C’est le cas pour les propriétés de réflexivité, de symétrie,
de transitivité et toutes les combinaisons de ces propriétés.
Proposition 1.1.25 : Soit p une propriété des relations vérifiéé par £ x E. Soit R une
relation binaire sur un ensemble E et soit P une propriété qui peut étre vérifiée par R ou
non. On cherche s’il existe une relation 7N€ possédant la propriété P avec 7N2 contenant R. On

demande de plus que R soit minimale, c’est-a-dire, s’il existe une autre relation S possedant

la propriété P on doit avoir :
RCRCS,

En d’autres mots, la relation R est la plus petite relation, au sens de 'inclusion, con-
tenant R et possédant la propriété P.
e Par exemple, si la propriété P est la réflexivité, la symétrie ou la transitivité, La

relation universelle w = E X E posséde la propriété P et contenant toute relation R sur F.
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D’autre part, pour toute famille de relations S de F x FE vérifiant la propriété P, on a bien
la relation ﬂ S vérifie aussi cette propriété. Il en résulte que :
R= () S
RCS
S vérifie P
est la plus petite relation binaire contenat R est possédant la propriété P. On a les

formules suivantes :

e Si P est la réflexivité, alors 7N€ =R ' =RUI1g.
e Si P est la symétrie, alors R = R =R UR L
e Si P est la transitivité, alors R = RT= U R".
n=1
avec RY = 15, R"" = R" o R pour n € N.
La relation R est globalement finie si Ve € E, R" (e) est fini.

La relation R est acyclique si R* est anti-réflexive.

Remarque 1.1.26 : Dans le cas ot I’ensemble F est fini, de cardinal k, I'identité R ™= U R"

n=1
n=k

s’écrit sous la formule plus sympathique suivante : RT= U R™.

Exemple 1.1.27 : Soit £ = {1,2,3,4} et R = {(1,2), ( ) (2,1),(2
e RF= RUR™ = {(1,2),(1,3), (2,1), (2,3), (3,4), (3, 1), (3,2), (4,3)}.
e R =RULp = {(1,2),(1,3), (2, 1),(2,3), (3,4), (1,1), (2,2), (3.3), (4, 4)}.
o R = {(1,2),(1,3), (2.1), (2.3), (3. )(1,1), (1,4)(2,2)(2, 1)}
o R* = RYUR" = {(1,2), (1,3), (2, 1), (2.3), 3. 9(L, 1), (1, (2,2)(2.4), (1, 1), (3,3), (4, )}
) (1,3),(2,1),(2,3), (3,4), (1, 1), (2,2)(2,4), (1,4), (3,3),

(4,4),(3,1),(3,2),(4,3),(4,2)
Proposition 1.1.28 : Soit R une relation binaire définie sur un ensemble £. On a

1. (R7)* = (R#)".
2. (R")t = (RY)".
3. (RY)* C (R*)".

,3),(3,4)}, on a donc

(1,2
e R=RUR"=

Théoréme 1.1.29 : Soit R une relation binaire définie sur un ensemble £. Il existe une
relation d’équivalence R telle que :

1. RCR.

14



2. Si S est une relation d’équivalence vérifiant R C S C R, alors S = R.

3. La fermeture d’équivalence de R est définie par :

R= N S = 1EU(U(RUR1)”) - DO(RURlulE)”.
RCS n=1 n=1

S relation d’équivalence
Définition 1.1.30 : Soit (F, <) un ensemble ordonné, on appelle minorant (respectivement

majorant) d’une partie X de E un élément e € F, tel que Vo € X, e < x (respectivement
Ve e X,z <e.

Un élément m est un élément minimal d’une partie X de FE §’il vérifie :

(1) me X,

(2) Ve € X,2 <m =2 =m.

On définit de fagon analogue un élément maximal.
Un élément m est un plus petit élément ou élément minimum d’une partie X de E s’il

vérifie :

(1) me X,
(2) Ve € X;m < x.

On définit de fagon analogue un plus grand élément ou élément maximum.
On appelle borne inférieure (respectivement borne supérieure) d’une partie X de E le
maximum, s'il existe, des minorants de X noté A (X) (respectivement le minimum des

majorants de X, noté V (X).

1.2 Monoides libres, mots, langages

Définition 1.2.1 : Soit £ un ensemble. On appelle loi de composition interne ou opération
binaire sur £ toute application de £ x E dans F.

Définition 1.2.2 : Lorsqu’un ensemble E est muni d’une opération *, on dit que le couple
(E, %) forme un magma. Dans le cas oul E est fini, on peut consigner la loi * qui le structure
dans un tableau dénommeé table de Cayley.

Définition 1.2.3 : Soit £ un ensemble. Une loi * définie sur E est dite :

15



e Commutative si : Vz,y € E,xxy =y * x.

e Associative si: Vr,y,z € E: (xxy) *xz = x % (y * 2).

Selon le cas, le magma (F, *) est alors qualifié de commutatif ou associatif.
Définition 1.2.4 : Soient (F, ) et (F,A) deux magmas. Un homomorphisme, ou simple-
ment morphisme, est une application h : E — F telle que :
Ve,y € E:h(zxy)=h(z)Ah(y). En d’autres termes, un morphisme est une application
qui préserve la loi. Quand ' = F et x = A, on dit h est un endomorphisme.

Un isomorphisme est un morphisme bijectif.
Exemple 1.2.5 : La fonction log : Rt — {0} — R représente un morphisme, et méme un
isomorphisme de (RT — {0}, +) sur (R, —), puisque, outre le fait qu’elle soit bijective, on a
: log (a +b) = log (a) — log (b).
Définition 1.2.6 : Soit (£, *) un magma. On dit qu'un élément e € E est idempotent si
ex e = e. Le magma est qualifié d’impotent lorsque tous ses éléments le sont. On dit qu’'un
élément e € E est absorbant si Vo € F,x xe = exx = e. On dit qu'un élément ¢ € E est
neutre si Vo € E,z e = exx = x. Soit (E, %) un magma admettant un élément neutre e,
on dit qu'un élément x € E est symétrisable s’il existe 2’ € E vérifiant x x 2’ = 2/ x x = e.
Exemple 1.2.7 :

o (N—{0},+) est un magma sans idempotents.

e (N, +) contient exactement un idempotent, l’entier 0.

e (N, +) contient deux idempotents 0 et 1.

e (N, min) est un magma idempotent.
Définition 1.2.8 : On appelle semi groupe un magma associatif. Un sous semi groupe
d’un semi groupe S toute partie H de S qui constitue un semi groupe pour la loi induite
par celle de S. En fait, H est un sous semi groupe de S si et seulement si H est stable pour
laloide S: Va,y e Hyay € H.
Exemple 1.2.9 : (N—{0},+), (N, min) sont des semi groupes.
Définition 1.2.10 : On appelle monoide tout semi groupe possédant un élément neutre.
ce dernier est généralement noté 1. On note M tout monoide (M, *, 1).

Exemple 1.2.11 : (N, +,0),(NU {400}, min, +00) sont des monoides.
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Remarque 1.2.12 : Un Monoide (M, -, 1) qui est tel que tout élément de M posséde un
symétrique est un groupe.

Exemple 1.2.13 : Tout groupe est un monoide, (N, +,0) est un monoide qui n’est pas un
groupe.

Définition 1.2.14 : Soient M un monoide et N C M. On dit que N est un sous monoide
de M si :

e 1 € N, 1 étant ’élément neutre de M,

e Vr,ye N,xy € N, N sous semi groupe de M.

Définition 1.2.15 : Soient (M,-, 1)) et (IV,*,1x) deux monoides. Un morphisme de
monoides h : M — N est une application qui vérifie : Va,y € M, h(z-y) = h(x) * h(y)
et h(ly) = 1y.

Exemple 1.2.16 : La fonction exponentielle représente un isomorphisme de (R, +) dans
(Ry — {0, x}). Elle est bijective et vérifie : exp (z + y) = exp () X exp (y) et exp (0) = 1.
Définition 1.2.17 : Soient (M, -, 1) un monoide et X, Y deux parties de M. On pose XY =
{xy/x € X,y € Y}, Popération sur les parties ainsi définies donne & I’ensemble P (M) = 2M

une structure de monoide.

Soit X une partie de M. On définit sa puissance itérée de la maniére suivante :

X0 = {1}
X = XX"n >0

Puis ’'on pose X* = U X" ={rz9..ty/n>0,2; € X,1 <i<n}.
n>0
Proposition 1.2.18 : X* représente le sous monoide de M engendré par X, pour tout

X C M.

Exemple 1.2.19 : On a (N,+) = {1}". Et pour tout élément n € N, dans le monoide
(NU {400} ,min, +00), on a {n}* = {n,+oo}.

Définitions 1.2.20 : Soit (M, *,1) un monoide , une congruence sur (M, *,1) est une

relation d’équivalence = stable par multiplication & droite et a gauche, c’est-a-dire :

Ve,yze M 12 =y=>x-2=y-zetz-x =2y
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Définition 1.2.21 : Soit M un monoide et = une congruence défine sur M. Le quo-
tient M/ = est le monoide des classes de congruence de M pour la relation =. La loi de
composition de M/ = est définie de la maniére suivante: @ *p;/= U = U %57 0.

La projection naturelle (la surjection canonique) de M dans M/ = est noté P.
Exemple 1.2.22 : Soit le monoide (N, +) et soit la relation = définie par z = y si, et
seulement si, x et y ont méme parité. la relation = est une congruence. Le quotient de N
par cette relation donne un monoide comprenant deux éléments, notés 0 et 1 correspondant
respectivement aux entiers pairs et impairs.

Définition 1.2.23 : Soit = une congruence sur un monoide M.

Une partie X de M est dite saturée par =siVx € X : 7 C X.

Définition 1.2.24 : Soit (M, -, 1)) un monoide. Pour tout couple (z,y) d’éléments de M,
le quotient & gauche de x par y noté y 'z est 'ensemble {z € M : y -z = z}. Le quotient
a gauche d’'un sous ensemble de M par y est 'union des quotients des éléments du sous

ensemble par y, i.e, si X C M, alors y !X = U ylw.
zeX
Définition 1.2.25 : Soit (M,-, 1)) un monoide et A un ensemble de générateurs de

M. Le graphe de Cayley (gauche) de M par rapport a A est le graphe (M, E), ou E =
{(z,a,y) e M x AX M :y=a-x}.

Définition 1.2.26 : Soit X un ensemble et M un monoide, une application - de M x X
dans X est une action a gauche de M sur X si :

1L.Vee X, 1y-x=x

2.Vx € X,Vmy,mg € M : (mymg) - x =myq - (my - x).

Définition 1.2.27 : Soit ¥ un ensemble de symboles, appelé alphabet. Les éléments de X
sont aussi appelés des lettres.

Soit ¥ un alphabet, un mot sur X est une suite finie de symbole. Par exemple, 00110
et 110 sont deux mots sur l'alphabet {0,1}. La longueur d’'un mot w est le nombre de
symboles constituant ce mot, on le note |w|. Ainsi, |[00110| = 5 et |110| = 3. L’unique mot
de longueur 0 est le mot correspondant & la suite vide. Ce mot s’appelle le mot vide et on
le note 1, ou bien €. L’ensemble des mots sur X est noté ¥*. Par exemple
{0,1,2}" = {¢,0,1,2,00,01,02,11, 12, 20, 21, 22,000,001, ...} (€ est le mot vide).

e Si 0 est une lettre de I'alphabet X, pour tout mot w = ajas...a; de ¥*, on note par :
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\w|, = card{i € {1,2,...,k} : a; = 0}.

le nombre d’occurrences de la lettre o dans le mot w et w(i) sa i-éme lettre.
Par exemple [00110], = 3 et |00110|, = 2, 00110 (1) = 0, 00110 (4) = 1.
Exemple 1.2.28 : Le biologiste intéressé par 1’étude de PADN utilisera un alphabet
a quatre lettres {A,C,G, T} pour les quatre constituants des génes: Adénine, Cytosine,
Guanine et Thymine.
Proposition 1.2.29 : Soit ¥ un alpabet,

1. Pensemble X* est infini.

2. 'ensemble ¥* est dénombrable.

Démonstration 1. I'ensemble ¥* est infini, en effet on a X* = U Yy r=0ux.x"uy

2. On montre que ¥* est dénombrable. Comme ¥ est fini, on peut donc numéroter ses
éléments, par exemple, si ¥ = {«, 5,7}, alors n(a) = 1,n(5) = 2,n(vy) = 3. Ensuite, soit
w un mot de ¥*, on consideére les longueurs |u| premiers nombres premiers, par exemple si

|u| = 5, on a les 5 premiers nombres premiers sont p(1) = 2,p(2) = 3,p(3) = 5,p(4) =

i=|ul

7,p(5) = 11. On forme le nombre f (u H p(i)"@) ot u (i) désigne la iéme lettre de u.

Par exemple siu = cwﬁoza alors
=|u|

H p(3)ne® Hp @) = 21 x 33 x 52 x 7' x 11'. Donc on peut définir une
apphcatlon
i=|ul
f:Y —Nur— f(u H p(i . Par 'unicité de la décomposition d’un entier en

facteurs premiers, l’apphcatlon f est injective. Enfin, comme f est injective et ’ensemble
N est dénombrable, alors ¥* est dénombrable.

Définition 1.2.30 : La concaténation est 'opération qui associe & deux mots u et v le mot
noté u.v ou uv défini par: si u = ajay...a, et v = (315,...0,, alors uv = 7;75...7,4, avec
v = oy pour i = 1,..n et vy, = [, pour : = 1,...p. Par exemple, la concaténation des
mots 00011 et 011 donne le mot 00011011. On vérifie facilement que la concaténation est

une opération associative admettant le mot vide comme élément neutre :

Ve,y,z € ¥ (vy)z = x(y2).

Ve € ¥* i xe = ex = x.
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Propriété 1.2.31 : Soit ¥ un alphabet quelconque le monoide >* possede les deux pro-
priétés suivantes:

1. tout élément de >* est une suite finie d’éléments de X.

2. deux suites distinctes d’éléments de ¥ définissent deus éléments distincts de >*.
Définition 1.2.32 : On dit qu'un mot u € ¥* est facteur de w € ¥* §’il existe deux mots
f,g € X* tel que w = fug.

Exemple 1.2.33 : Soit 'alphabet ¥ = {a, b, ¢}, et le mot w = aabe, alors ab est un facteur
de w, mais ac ne ’est pas.
Propriété 1.2.34 : Soient ¢, u, v, w quatre mots de monoide libre >*.

1. Si tu = vw et [t| < |v| alors il existe un unique mot z de £* tel que v =tz et u = zw.

2. Siuv = wt et |u| = |w| alors u = w et v =t.

3. Pour tout i € N — {0}, (u' = v' = u =v).

4. Le monoide libre ¥* est simplifiable, c’est a dire,

4.1 uwv = uw = v = w;
4.2 uv = wv = u = w;

4.1 www = utw = v = t.
5. Les propositions suivantes sont équivalentes:

5.1 uv = vu,
5.2 Il existe deux entiers n et m non tous deux nuls tels que u" = v™,

5.3 1l existe un mot z et deux entiers p et ¢ tels que u = 2P et v = 29.

Exemple 1.2.35 : L’application longueur |.| : ¥* — N est un morphisme de monoides

entre (3*,.) et (N, +). En effet,
Vu,v € X* & |uv| = |u| + |v| et |¢] = 0.

Exemple 1.2.36 : Soit ¥ = {ay, ag, ..., a,,} un alphabet, n € N\ {0,1}.
La fonction de Parikh ¥ : ¥* — N", ¥(w) = (Jwl,, , ..., [w], ),
est un morphisme de monoides entre (X*,.) et (N", +).

Exemple 1.2.37 : Soit ¥ = {ay, ag, ..., a,,} un alphabet, n € N\ {0, 1}.

Et soit A : ¥ — N, «a; — A\(q;). On définit \:%* — N comme suit:
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Mw) = i)\(ai) o], -

;\ est un homomorphisme de monoides.
Et siVl <i<mn, AM«a;) =1, alors A= |.| (Ie morphisme de longueur).
La proposition suivante justifie le fait que le monoide ¥* soit appelé monoide libre.
Cette propriété caractérise le monoide libre engendré par Y.
Proposition 1.2.38 : Toute fonction p : 3 — M de 3 dans un monoide M se prolonge
de fagon unique en un morphisme de >* dans M.
Démonstration. L’esistence: Posons
1(e) = enr et planag...an) = plan)p(ag)... (o), n €N, o €%, 1 <4 < n.
Et facile de voir que j est bien un homomorphisme
Unicité: Soient 11 et X deux homomorphismes de A* dans M tels que:

Va € A, p(a) = X(a)

Alors (1) = ;\(1) = ey et pour tout mot w = ajas...qu,

On a p(w) = plaios...ap) = play)plas)...u(a,) = X(OQOQ...O[“) = ;\(w) O
Définition 1.2.39 : Un morphisme entre deux monoides libres ¥* et A* est une application

P UF — A* qui satisfait :
Y(ry) =¢Y(2)Y(y) Vro,y e X"

Notons que cet morphisme v est completement déterminé ayant les images des lettres de X
dans A*, i. e, ¥(o) pour tout o appartenant & ¥. Nous dirons que le morphisme 1 est non
trivial §'il existe au moins une lettre o € X pour laquelle ¥ (o) F#e.

En fait remarquer que la propriété i (zy) = ¥ (x)1(y) implique 9(€) =e.

Définition 1.2.40 : Une relation binaire R sur un ensemble >* est noethérienne s’il n’existe
pas une chaine infinie d’éléments de ¥* en relation par R, en d’autres mots il n’existe pas

une suite infinie (wy,),, . d’éléments de X* tel que, pour tout entier naturel n, on a w, Rwy, 1.

Un ordre sur un ensemble ¥* est bien fondé s’il ne contient pas de suite infini d’éléments

de Y* strictement décroissante.
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La partie strict d’une relation d’ordre bien fondé > noté > et définie par: * > ysiz > y
et x #y.

Exemples 1.2.41 : La relation R; définie sur N par xRy <= y = = + 1 est bien fondé.

La relation Ry définie sur N par 2Ry <= z divise y et x # y est bien fondé.

La relation usielle > est un ordre bien fondé sur I’ensemble des entiers N.
Proposition 1.2.42 : Soit h : ¥* — ['* un morphisme, la congruence associée a h, notée
=,,, est définie par :

pour tous u,v € ¥*, u =5, v <= h(u) = h(v).

Soit R une relation sur X* qui vérifie h(r) = h(s) pour tout (r,s) € R, alors il existe un
unique morphisme ¢ : 3*/ %—> [ tel que Y op = h ou % est la congruence engendré par
R et p est la surjection canonique.

Soient P et P’ deux partitions de monoide libre *, on dit que P est plus fine que P’
si: Vp € P,dp’ € P’ tel que p C p'. Dans ce cas on dit que P est plus fine que P’ ou bien P’
est plus grossiere que P.

Définition 1.2.43 : Un langage sur un alphabet ¥ est simplement un ensemble (fini ou
infini) de mots sur ¥. En d’autres termes, un langage est une partie de ¥*. On distingue
en particulier le langage vide () qui ne contient aucun mot.

Définition 1.2.44 : Soient L, M C ¥*, deux langages. La concaténation des langages L et
M est le langage,

LM = {uwv,u € L,v € M}
En particulier, on peut définir la puissance n — ieme d’un langage L, n > 0, par:
L™ = {wws...w,, Vi € {1,2..n} w; € L}.

Et on pose L° = {¢}.
Exemple 1.2.45 : Soient les deux langages L = {u € ¥* : |u| est paire} et K = {u € ¥* : |u| est impa

On a alors les égalités suivantes:

LK =KL =K.
LL=L.
KK =L\ {e}.
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Définition 1.2.46 : Soit L est un langage sur un alphabet Y. La congruence syntaxique
de L notée = est définie par,

pour tous u,v € ¥*, (u = v) <= (Vx,y € ¥*, zuy € L <= zvy € L).
Définition 1.2.47 : Soit ¥ un alphabet. La famille des langages rationnels, notée Rat (X*)
est la plus petite famille de langages de ¥* vérifiant les conditions suivantes :

1. 0 € Rat (X¥),

2.Vo € ¥, {0} € Rat (¥),

3. Rat (X*) est fermée (stable) par union et produits finis, c’est a dire : VLq, Ly €
Rat (¥*), Ly U Ly et Ly Ly sont aussi dans Rat (¥%),

4. VL € Rat (¥*), L* € Rat (¥*), fermeture par étoile.

Les trois opérations union, produit et étoile, qui interviennent dans la définition, sont
qualifiées d’opérations rationnelles.
Remarque 1.2.48 : La réunion de deux langages est trés souvent notée additivement : on
écrit L + K pour LU K.
Exemple 1.2.49 :

e {¢} est un langage rationnel, car on a {e} = 0*.

e X est rationnel : ¥ = U {c}.

oEY
e Y.* est rationnel.

e {af}" est rationnel. En effet : {af}" = ({a} {B})".
e Siw € ¥*, {w} est rationnel. Si w = 0;...0,, on a {w} = {01} ... {o,}.

e Tout langage fini est rationnel. En effet, si L est fini, on a L = U {w}.

weL
Proposition 1.2.50 : Soit A : 3* — ['* un morphisme de monoides libres. On a :

1. VL € Rat (X*),h (L) € Rat (T'*).

2. Si de plus h est surjectif, alors VK € Rat (I'*) ,3L € Rat (¥*) , K = h(L).
Définition 1.2.51 : Soit ¥ un alphabet. Considérons 'alphabet & = X U {0, ¢, +, *, (,)}-.
On définit ’ensemble des expressions rationnelles sur ¥ comme étant le plus petit langage
de (i)* satisfaisant les conditions suivantes :

1. 0, € sont des expressions rationnelles.

2. Yo € Y, 0 est une expression rationnelle.

3. Si ¢ et 1) sont des expressions rationnelles, (¢ + 1) et (©1) le sont également.
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4. Si ¢ est une expression rationnelle, ¢* aussi.

Définition 1.2.52 : On définit une application de I’ensemble des expressions rationnelles
sur ¥ dans celui des langages de ¥*, v — L () de la maniére suivante :

1. L(0)=0et L(e)={e},

2.Vo e ¥, L (o) ={0c},

3L(a+8)=L(@)UL(B)=L(a)+L(B) et L(af) = L(a)L(B),

4. L(a*) = L(a)".

On dit que 'expression ~y représente ou dénote le langage L (7).

Remarque 1.2.53 :

e Dans I’écriture des expressions rationnelles, on omet trés souvent les parenthéses in-
utiles pour la compréhension : on écrit par exemple o au lieu de (af3).

e A une expression rationnelle correspond toujours un langage unique (L est une appli-
cation). Mais L n’est ni injective ni surjective : il existe des langages qui ne peuvent pas
étre représentés par une expression rationnelle. De plus, un méme langage peut admettre
plusieurs d’expressions rationnelles.

Exemples 1.2.54 :

e Le langage {a""/n > 0} sur ¥ = {«, 5} n’a pas d’expression rationnelle.

e Les deux expressions a* et (a*)" dénote le méme langage {a}".

Théoréme 1.2.55 : Soit > un alphabet. Un langage L sur ¥ est rationnel si et seulement

s’il existe une expression rationnelles sur ¥ dénotant L.

Proposition 1.2.56 : Soient R, S et T' des expressions rationnelles. On a :
1.R+S=S+R, R+R=R=R+0=0+R,(R+S)+T =R+ (S+T).

2. Re=eR=R, R0 =0R=0, (RS)T = R(ST), RS # SR (en général).

3. R(S+T)=RS+RT,(S+T)R=SR+TR.

4. R*=R'R*=(R*)"=(e+R)",0*=¢"=¢, R*=¢e+ RR*=¢+ R*"R=c+ R".

5. (R+S8) =(R*+ 8" = (R*S*)" = (R*S)"R* = R*(SR*)", (R+ S)" # R* + S* (en
général).

6. R(SR)" = (RS)"R, (R*S)"=€e¢+ (R+S5)" S, (RS*)" =e+ R(R+ 9)".
Proposition 1.2.57 : (Régle d’Arden) Soient L, S, T trois langages sur un alphabet X.
Sie¢ S,ona: L=SL+T <= L=5"T.
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Démonstration : e S*T est bien solution : S (S*T)+T = STT+T = (ST +¢)T = S*T.

e S*T est une solution minimale, i.e, Si L est une solution, alors S*T" C L: la démon-
stration par récurrence sur la hauteur d’étoile, sii = 0, ST =T C L car L = SL+ T, hyp.
réc. pour i =n: ST C L,pouri=n+1,S""T =SS"T CSLC SL+T = L.

e Sie ¢ S, alors S*T est 'unique solution : on suppose la non unicité de la solution S*T',
soit X une autre solution et soit un mot w de longueur minimale tel que w € X — S*T', on
aw e X =SX+Tetwé¢Tdoncw=uvavecu € Setve X. Orv ¢ S*T (sinon w
aussi) donc v € X — S*T. Contradiction, la longueur de w était supposée minimale dans
X —S*T.

e Si e € S, alors pour tout Y C ¥*, L = S*T + S*Y est aussi solution :

S(S*T+S*Y)+T=StTT+STY +T =S*T + S*Y.

1.3 Ensembles définis inductivement

On peut généraliser le principe des preuves par récurence & des ensembles autres que N. 1l
suffit ces ensembles soient inductifs, c’est-a-dire des ensembles pour lesquels on a un moyen
de construction (des éléments de "base" et des "constructeurs") : Soit F un ensemble.
On définit inductivement un sous ensemble X de F lorsque I'on se donne des régles de
construction des éléments de X, régles que 'on sépare en deux types de régles :

(1) Les de bases : qui indiquent les éléments qui sont dans X.

(77) Les régles inductives : qui donnent un moyen de construire les éléments de X a
partir de ceux déja construits.
Définition 1.3.1 : (Raisonnement par récurence d’ordre k) Soit P une propriété

définie sur N,

k-1
AP @)
i=0

k—1
Vn e N, (/\P(n—z)) — P(n+1)
i=0
Définition 1.3.2 : (Raisonnement par récurence forte) Soit P une propriété définie

Si alors Vn € N, P (n).

sur N,
P(0)
VneN,(Vk <n,P(k)) = P(n+1)

Si alors Vn € N, P (n).
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Définition 1.3.3 : Soit £ un ensemble, une définition inductive d’une partie X de E est
la donnée :

(1) d’'une partie B de F

(i7) d'un ensemble O, d’opérations sur les éléments de E.

X est alors le plus petit ensemble vérifiant :

(1) base : tous les éléments de B appartiennent a X (B C X).

(i7) induction : pour toute opération ® de O, d’arité m € N et xq,...,z,, € X, on a
D (x1,...,xm) € X.
Exemples 1.3.4 : On considére ’ensemble E des suites finies, non vides, de 0 et de 1.
FE =1{0,1,00,01,10, 11,000,001, ...}. On définit 'ensemble X, par :

(1) 1 est dans Xj.

(77) si z est dans X, alors la suite x suivie de 0 est dans Xj.

X4 peut étre défini inductivement par :

(i) base : B = {1}.

(i7) induction : O, = {AjouteZero : x — z0}.
Exemples 1.3.5 : L’ensemble des expressions logique est le plus petit ensemble noté £ tel
que :

(1) base : vrai et faux € £.

eptNey €E
(77) induction : Vej,ea € E:¢ e, Vey €E .

5
e € E
Théoréme 1.3.6 : Tout élément d’un ensemble défini inductivement peut s’obtenir a partir

d’éléments de base en appliquant un nombre fini détapes inductives.
Démonstration : Il suffit de considérer la suite d’ensembles suivants :
(1) Xo =B
(1) Xpi1 = Xo U{D (21, .., xp) : 21, ooy € Xy et @ € Oy}

On montre alors que X = U X,. Pour tout élément x de X, il existe n € N tel que
n>0
x € X,,. Le plus petit des n tels que x € X,, donne le nombre d’étapes inductives qu’il faut

appliquer aux éléments de base pour obtenir .
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Définition 1.3.6 : Soit X un ensemble défini inductivement & partir de (B, O,). Définir
une fonction f : X — [ inductivement consiste a :

(1) base : définir les valeurs f (z) € F pour tout = € B.

(47) induction : pour toute opération ® € O, d’arité n, pour tout z1, ..., z,, € X, exprimer
f(®(x1,...,2,)) en fonction de f (x1),..., f (zn).
Exemples 1.3.7 : On considére I’ensemble £ de 'exemple 1.3.5. On définit la fonction
eval : &€ — {0, 1} de la fagon suivante :

() base : eval (vrai) = 1,eval (faux) =1

eval (e1 V e3) = max (eval (e1) , eval (e3))
(4i) induction : Ve, ey, e2 € £: ¢ eval (e; A ey) = min (eval (e1) , eval (e3))

eval (Te) = 1 — eval (e)

Théoréme 1.3.8 : Soit X un ensemble défini inductivement a partir d’'une base B et d’un
ensemble d’opérateurs O,. On veut démontrer une proprié¢té P vraie pour tout élément de
X, auterment dit : Vo € X, P (z). Si les deux conditions sont vérifiées :

(1) base : P (x) est vraie pour tout z de B.

(¢7) induction : pour tout ® de O, d’arité k, pour tout z1, ...,z € X, si P (1), ..., P (zy)
sont vraies, alors P (® (z1,...,xx)) est vraie. Alors P est vraie pour tout élément de X.
Exemples 1.3.9 : La preuve par récurrence sur N est une preuve par induction :

(i) base : B = {0}

(1) induction : O, = {succ} ou succ:n+—n+1

1.4 Exercices
Exercice 1.4.1 :
e Soient n et p deux entiers naturels.

1. Démontrer que §'il existe une injection de {1, 2, ...,n} dans {1,2,...,p} alors n < p.

2. Démontrer que s'il existe une bijection d’'un ensemble E dans {1,2,...,n} et une bi-

jection de E dans {1,2,...,p} alors n = p.

e Soient F, F' deux ensembles, montrer que:
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1. S’il existe une application de £ dans E qui est surjective sans étre injective, ou injective

sans étre surjective, alors F est infini.

2. S’il existe une application de E dans F' qui est injective et si E est infini, alors F est

infini.
3. En déduire que Z,Q, R, C sont infinis.

4. Un ensemble F' est infini si et seulement, si s’il existe une injection de N dans F.
e L’objectif de ce chapitre est de prouver le théoréme de Cantore suivant:

Soit £ un ensemble, alors il n’existe pas de bijection de E sur p(FE).
La démonstration par I'absurde: soit f une bijection de E sur p(FE). Construisons la

partie A de E définie par:

A={rcE/x ¢ f(x)}
1. Montrer I'existence d’un élément e de E qui vérifie e ¢ A <= e € f(e) <= c€ A

2. Soit E un ensemble infini quelconque, montrer que l'infini de P(FE) est strictement

plus grand que celui de E.

e Soit F un enseble infini et f une application injective de N dans F, montrer que

I’application h définie de la fagon suivante:

h:F— F\{f(0)}
T siz ¢ f(N)
fln+1) stz = f(n) € f(N)

est bijective.

e Montrer que s’il existe une injection d’'un ensemble E dans N alors E est fini ou

dénombrable.

e Montrer que si E est dénobrable et s’il existe une injection de F' dans E alors F' est

fini ou dénombrable
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Soit f: N X N — N; f(n,m) = 2"3™, montrer que f est injective et en déduire que

N x N est dénombrable.

Soient F et F' deux ensembles dénombrables, montrer que £ x F, E'U F sont dénom-

brables.

En déduire que N*, Z, Q sont dénombrables.

Etudier la bijectivité des applications suivantes: hy : N\ {0} — N;n+—n — 1.

si n =2 2n) =n
hy NN {0} — 27, { T P N7 J(2n)
—p sin=2p+1 fCn+1)=-n-1

e Soit / un ensemble dénombrable i.e il existe une bijection de N dans I et soit A = L—I_-J A;
i€l
tel que pour tout i de I , A; est dénombrable i.e pour tout 7 de I, il existe une bijection

g; de N dans A; .

1. On considere I'application h : N x N — A; h(n,p) = gsu) (p), Démontrer que h

est bijective et en déduire que A est dénombrable.

Exercice 1.4.2 :

e Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On note A la relation d’égalité sur E.

1. Comparer A et R si R est réflexive. Montrer que R~! est reflexive.

2. Montrer que Ro R™! est réflexive si, et seulement si, 'ensemble de définition de R est

E.
3. Montrer que R est transitive si, et seulement si, Ro R C R.
4. Montrer que si R est transitive, R o R ’est aussi.

5. Montrer que R est antisymétrique si, et seulement si, RN R~! C A.

29



Exercice 1.4.3 :

e Soit P I'ensemble des nombres premiers strictements & 2. On considére la relation R

entre deux éléments de P définie par :
pRq <— % eP.
1. La relation R est -elle réflexive, symétrique et transitive 7
e Dans N*, on définie une relation ¢ en posant pour tout (z,y) € N* x N*:
Py <= In e N* : y = 2"
1. Montrer que ¢ est une relation d’ordre partiel sur N* .
2. On considére dans la suite de I'exercice que N* est ordonné par la relation ¢ .
Déterminer le plus grand élément et le plus petit élément de A dans les cas suivantes:
o A={2416}.
o A=1{23,4,16,17}.
Exercice 1.4.4 :

e Montrer que la relation R définie sur R par : 2Ry <= xe?¥ = ye® est une relation

d’équivalence. Préciser, pour x fixé, le nombre d’éléments de la classe de  modulo R.

e On définit sur R une relation d’équivalence ~ par: x ~y<=2x —y € Z.

Soit z € R, on note F (z) la partie entiére de x.
e Vérifier que Ve e R:z ~x — E () et x — E (x) € [0, 1].
e Soient x,y € [0,1], montrer que * = y ou = ~ y. En déduire que le cardinal de

’ensemble quotient R/Z est infini.

e Montrer que une relation d’équivalence R sur un ensemble E peut étre définie des

maniéres suivantes :
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1. Par la donnée d’un partition P de E :
TRy <= dX e Ptel que: x € X et y € X.

2. Par la donnée d’une application f de £ dans un ensemble quelconque F' :

TRy <= f(x) = f(y).

3. Par la donnée d’une application h de F x E dans l'ensemble U = {2z € C: |z| = 1}

vérifiant la condition :
V(z,y,z2) € E3 h(x,y)h(y, 2) = h(z, 2).
en posant,
TRy < h(x,y) = 1.

e Montrer qui’il existe une application f*: E/R — F telle que f = f* o ou 7 est la

projection (surjection) canonique.

e On dit qu’'une relation R de E dans F est circulaire si (zRy) A (yRz) = (zRz) pour
tous x,y,z € E. Montrer qu'une relation est réflixive et circulaire si, et seulement si

elle est une relation d’équivalence.

e Trouver 'erreur dans le raisonnement suivant :

Soit R une relation binaire de F dans E, symétrique et transitive. Donc, 2Ry implique
que yRz, par symétrieet comme (xRy) A (yRz), cela induit que xRz, par transitivité. Donc
R est réflexive et est par conséquent une relation d’équivalence. Donner un exemple R de

relation binaire de E dans F, symétrique et transitive, mais non réflexive.
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Exercice 1.4.5 :

e Soit M le monoide donné par la table ci-contre

8
8
8
O 1O Ivw | OIvw v
o
o | oo |o|oOo | O

0(01]0

1. Montrer que A = {z,y} est un ensemble générateur de M.
2. Déterminer les quotients & gauche y~tx,y~1t, 270,71 {0, z, t}.
3. Tracer Le graphe de Cayley (gauche) de M par rapport a A.
Exercice 1.4.6 :
e Soient M, N et L trois monoides, montrer que (M x N) x L= M x (N x L).

e Soient M et N deux monoides et soit # un morphisme de N dans End (M). Montrer
que, ’ensemble M x N muni de la loi interne (m,n) ® (m/,n’) = (mf (n) (m'),nn’)

est un monoide.

e Soient M et N deux monoides. On note par N™ I’ensemble de toutes les applica-
tions de M dans N. Montrer que, 'ensemble N muni de la loi interne (1) (m) =

() (m) (¥) (m), pour m € M, est un monoide.

e On considére Iapplication h de M x N™ dans N™ définie par : pour tous m € M, f €
NM h(m, f)=m-f= f™ ot pour tout x € M, f™ (z) = f (xm). Montrer que :

LVYfeNM: 1, f=f

2. Vfe NMNm,m' € M : (mm/)- f=m-(m' - f).

3. Vf,ge NM Yme M: (fg)" = fmg™.

4. Montrer que l'ensemble M x N™ muni de la loi interne (m, f) (m',g) = (mm/, fg™)

est un monoide.
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5. Montrer que I'ensemble MY x N muni de la loi interne (f,n) (g,n’) = (fg,nn’) est un

monoide.
Exercice 1.4.7 :
e Soit X une partie de A*, on note
X*={w==x1. 2y .xp, ,n€Net V1l <i=<n, x; € X} U{e}.
Monter que X* est le sous monoide de A* engendré par X.
e Soit le monoide M = {1, a, B}, avec a? = aff = a et 3* = Ba = f3.

Construire la table de (M, -).
On considere application f : {a,b}" — M, ou f(e) = 1y, f(w) = «, si w €
a .} f(w) = f, siw € b{a,b)"

Montrer que f un morphisme de monoides.

e Soit A un alphabet fini et L = {a},a € A. Calculer L" et L*.

e Soient les deux langages L = {u € A* : |u| est paire} et K = {u € A* : |u| est impaire}.
Calculer L+ K, L.K,K.L,L.L, K.K.

e Soit L un ensemble stable non vide de A*,i,e, [> C Ltelque X = {u € A*: LunuL N L # 0}.

Montrer que : u € X <= (uLN L # () et Lun L # ().
Exercice 1.4.8 :

e Soit ¥ = {ay,as,...,a,} un alphabet, n € N\ {0,1}. Et soit A : ¥ — N, «a; —
A(e;). On définit \:¥* — N comme suit :

w) =3 Aas) [w],,.

=1

Montrer que A est un homomorphisme de monoides.
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e Soit h : X* — I'* un morphisme, on définit la relation associée a h, notée =; comme

suit :
pour tous u,v € X* u =, v <= h(u) = h(v).
Montrer que =; est une congruence sur :*.

e Soit R une relation sur ¥* et h : ¥* — I'* un morphisme de monoides qui vérifie

h(r) = h(s) pour tout (r,s) € R.

Montrer qu’il existe un unique morphisme v : 3*/ %—> I'* tel que Y op = h ou % est
la congruence engendré par R et p est la surjection canonique.

Exercice 1.4.9 :
e Soit £ un ensemble et R une relation réflexive et tansitive sur E.

1. Montrer que la relation = définie sur E par: (x = y) < (zRy et £Ry) est une relation

d’équivalence.
2. Montrer que la relation < définie sur £/ = par : (T =7) < (¢Ry) est un ordre.

e Soit E un ensemble, F{y une partie non vide de E et R une relation sur E. Considérons

la suite (F}),.y de parties de I/ définie par :
Fiy1 = F,U{x € E/3y € F; tel que zRy}.
1. Montrer que, s’il existe ¢ € N tel que F;,, = Fj, alors pour tout £k € N, F; , = F;.

e Soit £ ={1,2,3,4} Fo ={1,3} et R ={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,4)}.
Calculer F' = U E;.

€N

e Calculer R! la fermeture transitive de R.
Exercice 1.4.10 :

e Soient (S,+,0) et (M,-,1) deux monoides. Soit 'action a gauche de M sur S, M x
S — S,(m,s) — ms, avec les conditions suivantes : pour tous s,s;,se € S et

m,my, me € M
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1. Montrer que,

1. Pour tout m € M,0,, : S — S, s — ms, 0,, € End (95).
2. Montrer que 6 : (M,-,1) — (End(S),o,ids),m —— 6,, est un morphisme de
monoides.

3. Monter que S x M muni de la loi suivante (s, m) * (s',m') = (s +ms’,mm’) est un

monoide.
) 0
e Soit K = ,s € Nym € N 3, montrer que (K, X) est un monoide.
s m
. .. 1 0
e On considere I'application A : (N x N, %) — (K, x), (s, m) — , montrer
s m

que h est un isomorphisme de monoides.
e Soit (5,-) un semigroupe qui vérifie Va € S,3x € S : axza = a.

1. Monter que (za)® = za et (ax)® = ax.

2. Montrer que (Va € S,3z € S : axa = a) <= (Va € S,3d’ € S,ad’a = a et d'ad’ = ).

e Soient G, H deux groupe et soit § : G — Aut (H) un morphisme de groupes, pour

NN

tout g € G, Pautomorphisme 6 (g) est noté par §,. L’ensemble G x H muni de loi

définie comme suit :

(9; h) : (gl7 h/) = (gg,v heg (h,))

1. Montrer que (G x H,-) est un groupe.
Exercice 1.4.11 :

e Soit R une relation binaire sur un ensemble F.
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+0o0
1. Montrer que la fermeture transitive de R est Ri= U R™.

n=1

e Soient les deux monoides (N, +,0) et (N, x, 1)

1. Monter que, pour tout n € N, 4, : (N, +,0) — (N, +,0) ,x +— nz, 0,, € End (N).
2. Montrer que 6 : (N, x,1) — (End(N),o0,idy),n —— 0, est un morphisme de
monoides.

3. Monter que N x N muni de la loi suivante (m,n) * (m’,n’) = (m + nm/,nn’) est un

monoide.
, 1 0
e Soit M = ,m € N,n €N 3 montrer que (M, X) est un monoide.
m n
. _— 10
e On consideére application h : (N x N, %) — (M, x), (m,n) — , montrer
m n

que h est un isomorphisme de monoides.
Exercice 1.4.12 :

e Considérons le morphisme de monoides v : {«, 8}* — (Z,+) défini par :

() = 1,9(8) = =1,4(¢) = 0.

1. Déterminer 1 (w) pour tout w de {«, }".
2. Montrer que v est surjectif. Est-ce que ¢ est injectif?

3. Calculer 1" ({0}).
Exercice 1.4.13 :

e Soit Liste ’ensemble défini inductivement de la fagon suivante :

(i) Base : Vo € N,x € Liste

(74) Induction : Yq € Liste,z € N: x :: q € Liste

Soit A\ € Liste, on note taille (\) le nombre d’éléments de A et queue (\) la queue de A.
Exemples : taille (2) = 1,taille (4 :: 1 :: 2) = 3, queue (2) = 2, queue (4 :: 1 :: 2) = 2.

1. Donnez une définition inductive de taille.

2. Donnez une définition inductive de queue.
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Chapitre 2

Les semi systémes de réécriture de mots

Introduction

Ce chapitre constitue une présentation générale des semi-systémes de réécriture sur le
monoide libre ¥X* ainsi que certaines propriétés essentielles qui les consernent. La réécriture
est un moyen de calcul utilisé en informatique, en algébre, en logique mathématique et en
linguistique. 11 s’agit de transformer des objets syntaxiques (mots, termes, programmes,
preuves, graphes,...) en appliquant des régles bien précises Voici quelques exemples clas-
siques d’utilisation de la réécriture :

e Simplifier une expression algébrique (calcul formel)

e Etudier la structure d’un groupe ou d’un monoide (algébre combinatoire).

Un semi-systéme de réécriture est formé d’un ensemble de régles de réécriture, c’est-a-
dire de régles de la forme : exp, — exp, qui veut dire on peut remplacer I’éxpréssion gauche
(exp,) par I'éxpréssion droite (exp,) dans une dérivation. Par exemple, soit le semi-systéme

de réécriture :

1)z+0—2z
(2) z+ s(y) — s(z +y)

ou s(y) désigne le successeur de y. Le terme s(0+ s(0)) sera réécrit de la fagon suivante

s(0+s(0)) devient s(s(0+0)) par application de la regle (2), puis s(s(0)) par application

de la regle (1), et plus aucune régle ne s’applique alors. Une régle exp, — exp, s’applique

37



a un terme ¢ si ce terme contient une instance de exp,, c’est a dire ¢ = wexp, v = uexp,v
ou la relation = désigne la dérivation associée a la régle exp, — exp,;. Dans I'exemple
ci-dessus, les substitutions qui permetent de passer du terme x + s(y) au terme 0 + s(0)
sont: x +— 0,y +— 0 obtenus a partir des régles (1) et (2) en prenant x = 0 et y = 0.

On remarquera que ’obtention d’une unique forme normale (mot irréductible) est garantie
si le semi-systéme de réécriture est convergent (c’est a dire s’il possede les propriétés de ter-
minaison et de confluence).

Un systéme de Thue est une version symétrique d’un semi-systéme de Thue dans laquelle

on peut tout aussi bien remplacer le membre droit d’une régle par son membre gauche.

Contenu

2.1. Définitions et propriétés.
2.2. La terminaison d’un semi-systéme de réécriture de mots.
2.3. La confluence d’'un semi-systéme de réécriture de mots.

2.4. Exercices.
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2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1 : Un semi-systéme de réécriture de mots, dit aussi semi-systéme de Thue,
est un couple (X, R) ot ¥ un alphabet fini et R une relation binaire sur le monoide libre
¥*. Tout élément (o, 8) de R est appelé régle de réécriture qu'on note a—[3, avec « est
sa partie gauche et [ sa partie droite. Des régles a—(,, a—0,, ..., a— 3, ayant meéme
partie gauche sont souvent notées a—fF; \ By \ ... \ G-
Exemple 2.1.2 : Soient ¥ = {a, (3,7} et R = {af—pa, fa—af,y— €,6 —},
(3, R) est un systéme de réécriture.
Définition 2.1.3 : Appliquer une régle quelconque u—v de R & un mot w contenant le
facteur u consiste a remplacer u par v dans w. S’il n’y a aucune régle de (X, R) applicable a
w, alors w est dit irréductible ou sous la forme normale. Etant données deux mots wy, ws €
>*, on dit que wq dérive directement de w;, et on note w17€>w2, si et seulement si, il existe
une régle u—wv de R et x,y € X* tels que: w; = zuy et we = zvy. On dit que wy
dérive de wq, et on note wl%wg, s’il existe une suite finie de mots ug, u1, ..., u,, de X* avec,
Uy = wi, Ui?“ﬂ_l,vo <i<n-—1etu, =ws. Notons que la relation % est la fermeture
réflexive et transitive de 75
Exemples 2.1.4 : 1. Soient 3; = {0,1} et Ry = {10—01}. Soient wq,wy € X7, si
wliwg, alors wq est la permutation des lettres de w; ou tous les 0 seront avant les 1. Ce
semi-systéme de réécriture trie les mots constitués de méme chiffres binaires.

2. Soient ¥ = {0,1,+} et Ro = {0+ 0—0,0+1—1,1+0—1,1+ 1—0}.

Ce semi-systéme de réécriture calcul la somme (modulo 2) d’une suite d’entiers binaires.

3. Soient ¥3 = {0,1,+,E} et R3 = {F—0,F—1, E—F + E}. Pour tout w €
{0,1,+}", on a E%w si, et seulement si w est une expression construite avec les 0 et 1 et
Iopérateur +.

4. Considérons le semi-systéme de réécriture sur la dérivation symbolique par rapport a
x défini par:

D,x—1,D,a—0,D,(y + 2)— D,y + Dyz, D (y x 2)—2z % Dy +y % D, 2,

D.(y — 2)— D,y — Dyz, Do(—y)— — Dyy, Do(y,/2)—2 x Dyy — y * Dy2) /2>
ol a étant un symbole de constante.

Ry =
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5. Considérons le systéme de Thue donné par I'alphabet Y5 = {«a, 8, E'} et la relation
Rs = {E— ¢,¢e —E, F—afE,afE—FE, af—pa, fa—af}. Par exemple on a la
dérivation infini suivante: <R:5>E<R:5>QBE<R:5>504E<R:5>
Définition 2.1.5 : Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture . Si un mot u € ¥* peut se
réécrire de maniere non triviale, on dit qu’il est réductible. Dans le cas contraire, il est dit
irréductible. On note alors I RR (R) I'ensemble des éléments irréductibles de ¥*.
Exemples 2.1.6 : Soient ¥ = {a,(} et R = {af—pa}. L’ensemble des mots irré-
ductibles est

IRR(R) ={p"a™:n,m e N}.

Les mots irréductibles sont en effet les éléments de >* qui ne contiennent pas «af.
Notation 2.1.7 : Pour un semi-systéme de réécriture (X, R), onnote D(R) = {u € ¥*,Jv € ¥* : uRv}

Proposition 2.1.8 : Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture. On a:
IRR(R) = £* — *D(R)X".

Démonstration : On va montrer que ¥* — IRR(R) = ¥*D(R)X* :

Soit w € ¥*. On a

w e X —IRR(R) < il existe (u,v) € R tel que u soit un sous-mot de w

& il existe u € D(R) tel que w € ¥*u¥* < w e ¥*D(R)L*. O

Définition 2.1.9 : Soient S; = (X1, Rq) et Sy = (X2, Ry) deux semi-systémes de réécriture.
Un morphisme de semi-systémes de réécriture de Sy vers S, est une application ¢ : 37 — X3
qui faiblement compatible avec les relations de réductions, c¢’est-a-dire telle que w(R:>1) C 7::2,
ou encore telle que, pour tous z,y € X} vérifiant xzy, on a 1/1(95)7:;21/1(3/).

Un tel morphisme est dit:

e Non contractant si 7,0(7:3?) - 7::2, ce qui équivaut a dire si xzy, alors Q,D(:v)%@b(y)

e Strict si (=) C =, ce qui équivaut a dire si =y, alors ¥ (x)=¢(y).
Rl 'Rz Rl 7z2
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2.2 La terminaison d’un semi-systéme de réécriture de
mots.

Nous allons présenter ici la propriété de terminaison d’un semi-systéme de réécriture, si un
semi-systéme de réécriture termine, cela signifie qu’il est impossible, partant d’un certain
élément, d’effectuer une infinité d’opérations de dérivation, quel que soit le point de départ,
on arrivera, aprés un nombre fini d’opérations, & un élément sur lequel on ne peut plus agir,
c’est-a-dire un élément x tel qu’il n’existe pas de y vérifiant m?y.

Définition 2.2.1 : On dit qu'un semi-systéme de réécriture (3, R) termine ou qu'il est
noethérien s’il n’existe pas de chaine de réécriture infini woiwl...?wn?...

Exemples 2.2.2 : Le semi-systéme de réécriture (X1, Rq), avec X1 = {a, §} et la relation
R1 = {a—ap}, est non noethérien car la dérivation azaﬁzaﬁﬁzaﬁﬁﬁzm est bien
infini dans (X1, R1). De méme le semi-systéme de réécriture (3o, R2), avec Yo = {a, 5} et
la relation Ry = {a— (3, B—a} , est non noethérien car la dérivation a%ﬁ%a% R:>2 est
bien infini dans (X2, R2). Par contre le semi-systéme de réécriture (X3, R3), avec X3 = {a, 5}
et la relation R3 = {af—a}, est noethérien, car la seule régle (a3, a) est applicable & un
mot w de X3 si, et seulement si, [w|,5 # 0, et si [w|; = k, alors pas plus de k dérivations le
processus de substitution termine.

Remarques 2.2.3 : 1. On remarque que si (X, R) est un semi-systéme de réécriture tel
qu’il existe un v € X avec wRu, alors il ne termine pas. En particulier, tout semi-systéeme de
réécriture dont la relation est réflexive ne termine pas, c’est le cas de (N, >). En revanche,
le systeme de réécriture (N, >) termine.

2. La terminaison implique que tout élément posséde au moins une forme normale,
on dit que (3, R) est normalisant. La normalisation est une propriété plus faible que la
terminaison, méme dans le cas ou la forme normale de chaque élément est unique, par
exemple considérons un ensemble réduit & deux éléments, notés u et v, que 'on munit de la
relation R = {u—u, u—wv}. alors v est 'unique forme normale de u et de v; cependant,
comme nous ’avons déja remarqué, le fait que u vérifie uRu empéche R de terminer.
Définition 2.2.4 : Soient (X, R) un semi-systéme de réécriture et deux mots u,v € £*. S'il

existe w € ¥* tel que u?w et v?w, alors on dit que u et v sont joignables. On désignera
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par u|v I’ensemble de tous les éléments w € ¥* tels que u?w et v%w. (Ainsi, u et v sont
joignables si, et seulement si u]v # ().
Exemple 2.2.5 : soient ¥ = {«,(} et R = {af—pa},u = affa et v = faaf, on a
aﬁﬁa?ﬁaﬁa et Baaﬁ?ﬁaﬁa, donc u et v sont joignables et Safa € ulv.
Théoréme 2.2.6 : Soit (X1,R;) un semi-systéme de réécriture. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
1. (¥1,R1) est noethérien.
2. Il existe un ordre strict > sur X7 tel que (37, >) termine et tel que si xzy alors x > y.
3. Il existe un autre semi-systéme de réécriture (X, Ro) qui termine ainsi qu’un mor-
phisme de systémes de réécriture non contractant ¢ : (X1, R1) — (2g, R2).
Démonstration : 1 = 2. On montrer que % est un ordre strict qui termine sur Xj.
Pour 'anti réflexivité, on suppose qu’il existe x € ¥ tel que x%x , par définition, il

existe un chemin de longueur / no nulle de = a = dans (3;,Rq), ce qui équivaut a dire, il
!

existe [ € N — {0} tel que (z,x) € = | en mettant bout & bout une infinité de copies de
1

ce chemin, on obtient un chemin infini (une dérivation infini) dans (¥, R1), ce qui contredit

I’hypothése.

Pour la transitivité, on suppose que z, y, et z sont trois éléments de X tels que x%y et
1

y%z: il existe donc un chemin de longueur non nulle dans (X1, R1) de = a y et un autre de
y & z; en les recollant, on obtient un chemin de longueur non nulle de x & z dans (3, R1),
ce qui donne $R:+>lz

Enfin, pour la terminaison, on suppose qu’il existe une suite (x,),en d’éléments de 3%
tels que xn%xnﬂ pour tout n, il existe donc, pour tout n, un chemin de longueur non nulle
de z, & x,41 dans (X1, Ry), mis bout & bout, tous ces chemins donnent un chemin infini

partant de zo dans (X1,Rq), ce qui contredit encore I’hypothése.

Il ne reste plus qu’ & montrer que si x7:a>y alors x%y. Ce qui est, par définition de la
1 1

fermeture transitive = de =.
R1 R1
2 = 3. On prend Y5 = ¥ et la relation Ry est 'ordre strict > et ¢ est 'application
identique de ¥} et on le note ids:. Par hypothese, (31,>) termine et ¢ est un morphisme

strict, donc non contractant, de (31, Ry) vers (X, >).
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2 = 3. Supposons qu'il existe une suite (z,),en d’éléments de X7 tels que xnixnﬂ pour
1
tout n. Alors, le morphisme ¢ nous donne une suite (¢(z,))nen d’éléments de X3 tels que

w(xn)%w(:cnﬂ) pour tout n. Or, comme (35, R2) termine, en appliquant 1 = 2, on a la
2

terminaison de (2o, %), ce qui contredit 'existence d’une telle suite. [

Les corollaires qui suivent sont des conséquences de 'implication 3 = 1 du théoréme
2.2.6
Corollaire 2.2.7 : Soit (31, R1) un semi-systéme de réécriture tel que
Ri = {ai—6,1<i<nmneN}. SVl <i<n ol > |5, alors le semi-systéme
(X1, R41) est noethérien.

Démonstration : On prend (X2, R2) = (N,>), on a (N, >) termine et soit I'application
de longueur

Y (81, R1) — (N, >), définie par w — |w|.

L’application ¢ est un morphisme de monoides et Yw,, w; € X7,

on a wlsz < Jo;—0; € Ry, 3(z,y) € 7 X XF 1wy = zayy et wy = x5,Y).

On a ¢(w1) = P(rasy) = o] + |ai| + |y| et (w2) = P(@B;y) = |x] + 8] + [y],

comme V1 < i < n,|a;| > |5,], alors ¥ (wy) > ¢ (wsy) donc ¢¥(wy) >T (we). O

Par conséquent (X1, R;) est noethérien.

Exemple 2 2.8 : Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture avec X = {«, 5} et la relation
R = {aa—(}.

On |aa| = 2,|5| = 1, donc |aa| > |B], et par conséquent le semi-systéme (3, R) termine.
Remarque 2.2.9 : L’inverse du corollaire 2.3.1 n’est pas vraie, par exemple le semi-systéme
de réécriture (X, R), avec ¥ = {«, 5,7} et la relation R = {af—~yaa} est noethérien.
Corollaire 2.2.10 : Soit ¥ = {01,032, ...,0,} un alphabet, n € N —{0,1}. FEtant donnée

Uapplication A : ¥ — N, 0, — A(0;). On définit Uapplication A : ¥* — N comme suit:
AMw) = Z o) [w|,,. L’application \ est bien un morphisme de monoides.
=1

Soit (X1,R1) un semi-systéme de réécriture avec Ry = {ozj—>ﬁj, 1<j<myme N*}.
Si pour tout 1 < j <m: May) > A(B;), alors (X1, Rq1) est noethérien.
Démonstration : On prend (X3, Rs) = (N, >), ona (N, >) termine. Et soit ¢ : (X1, R1)

I

(X2, R2), définie par ¢(w) = X(w) L’application 1 est bien un morphisme de monoides.
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On a:Vwy,wy € El,w1:w2 < da;—f; € Ry, € X7 X X7 w = 2oy et

)
+ A(y) et Y(ws) = (xByy) =
(8,), alors ¥(w1) > v(ws) donc

~

A,
wy = afyy). Done v(wn) = Ylzay) = Ax) + Moy)
M&) + A(B,) + A(y), comme 1 < j < m : Aay) > A
(wy) >T ¥(we). Enfin (31, R) est noethérien. [
Exemple 2.2.11 : Soit ¥ = {a, 3,7} un alphabet, et soit A : ¥ — N, avec A(«a) =
1L,A(B) =2,A(y) = 3.

Et Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture tel que ¥ = {a, 3,7} et la relation R définie
par {#f—aaq,y—af}.

Comme |3f| = |aal et |y5] = |af| on utilise le Corollaire 2.3.4 au lieu du Corollaire
2.3.1 car les conditions dans ce dernier ne sont pas verifiées.

Vérifions qu’on a : ;\(55) > ;\(0404) et ;\(’yﬁ) > X(aﬁ).

On a A(B8) = A(a) [88], + A(B) 185l + A7) B8], =1 x 0+ 2x2+3x 0 =4,

De méme Maa) = Na) |aal, + A(B) |aals + A(y) laal, =1 x2+2x0+3x0=2.

Dautre part on /N\('yﬁ) = Ma) [vB]o + AB) Bl +A() 78], =1x0+2x1+3x1=5.

Et A(aB) = Aa) |aB], + A(B) [aBly + A7) [afl, = 1 x 1+2x 14+3x 0 =3.

Finalement (X, R) est noethérien.

Une autre méthode pour montrer la terminaison d’un systéme de réécriture de mots
(3, R) utilise une fonction de poids P : ¥* — T ou l'ensemble 7" est muni d’un ordre >
bien fondé, on démontre alors que cette fonction vérifie la condition suivante:
si Wiz ws alors P(w;) > P(wsy). L’existence d’une telle fonction implique la terminaison
d’'un systéeme de réécriture et réciproquement. Puisque 'ordre sur les entiers naturels est
bien fondé, une condition suffisante de terminaison est donnée par ’existence d’une fonction
P :¥* — N, on fait remarquer que la condition Wiz Ws alors P(wq) > P(wy) est décidable
si P est un morphisme de monoides de (¥*,-) vers (N, +) et vérifier pour tout u—wv de R:
P(u) > P(v).

Proposition 2.2.12 : Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture de mots, ¢ : (¥*,-) —

(N, 4+) un morphisme de monoides non trivial et la fonction P : ¥* — N définie par
i=|w|

= Z n' x Y(w(i)), n € N— {0} on w(i) est la i-éme lettre de w.
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|uf = [v] (C1)
Si Vu—wv € R, et , alors (3, R) est noethérien.
P(u) > P(v) (Cs)
Démonstration : Tout d’abord on montre qu'on a : Va,y € ¥* : P(xy) = P(z) + nl*l x
P(y).

i=|zy| i=|x| i=|z|+|y|
On a P(zy) = anw xy) Zn x U((zy) Z n' x ((zy) (i)
i=|z|+1
i=|z| i=|y|
= Z n' x P((z) (i) + Z nl" sy ((ay) (o] +14))
i=1
Izl i=|y|

= Z n' X ((x) (i) + Y 0l x4 ((y) (3)) = P(x) + 0"l x P(y).

Soize:nt u—v € R et x, gjze ¥*, on montre que P(zuy) > P(zuy).

On a P(zuy) = P(z(uwy)) = P(z) + nl"l x P(uy) = P(z) + nl*l (P(u) + nl"l x P(y))

= P(z) + nl*l x P(u) + nl#H¥lul x P(y). D’autre part, P(zvy) = P(z(vy)) = P(z) + nl*l x

P(vy) = P(z)+ nl*l (P(v) + nll x P(y)) = P(z) + nl*l x P(v) + nl*I*1"l x P(y). Dapres les

conditions (C}), (Cy), décrites ci-dessus on a P(zuy) > P(zvy) et par conséquent (3, R) est

noethérien. [J

Exemple 2.2.13 : Soit ¥ = {«, 3,7} un alphabet et la relation R définie par { Ba—af,y5—(7}.
On considere le morphisme, ¢ : ¥* — N, avec ¥ (o) = 3,0 (6) = 2,9 (y) = 1 et la

i=[w]

fonction de poids P : ¥* — N, ou P (w Z 2% x h(w

Pour la condition (C1), on a |fa| = |af] = 2 et |[vB| = |Bv| = 2.

Pour la condition (Cy), on montre que P(Ba) > P(af) et P(yf5) > P(f7).
i=2

On calcul P(fa), P(Ba) = Z 21 x (Bali)) =2 x ¥ (B) + 22 x ¢ (a) = 16.
1=2 B
De méme P(af) = Z 2t x(af(i)) = 2% (a)+22 x 1 (B) = 14, donc P(Ba) > P(af).
1=2
On calcul P(yf3), P Z 20X p(yB(i) = 2 x ¥ (7) + 22 x ¢ (8) = 10.
1=2

De méme P(37) = Z 21 x P(B(i)) = 2 x P (B) +22 x 1 (v) = 8, donc P(v58) > P(B37).

Par conséquent (X, R) est noethérien.
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Proposition 2.2.14 : Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture de mots, ¢ : (X*,-) —

(N, 4+) un morphisme de monoides non trivial et la fonction P : ¥* — N définie par

i=|w|

P(w) = Z i X (w(i)), ot w(i) est la i-éme lettre de w.
i=1
[ [ul = o (@)
et
SiVu—wv € R, ¢ P(u) > P(v) (Cy) , alors (X, R) est noethérien.
et
[ ¢ (u) > (u) (Cs)

Démonstration : Tout d’abord on montre qu'on a: Vz,y € ¥* : P(xy) = P(x) +
P(y) + [z x ¢ (y).

i=|zy] i=|x| i=|z|+|y]
Ona P(zy) = Y i x(ay(i) =Y i xdlay(i)+ Y ixp(ay(i))
i=1 i=1 i=|z|+1
i=|z| i=[y|
= Z i x Y(x(i) + Z (lz] + @) x ®((zy) (|=] +9))

i=|a| i=y| =yl
= ixy((@) (D) +)_ (2] + ) x9((y) () = Pa)+P(y)+|z]xe (v). | D v((y) (i) = w((y)) :
Soient u—v € RZ elt x,y € ¥*, on montre que P(zuy) > P(zuy). o
Ona P(ruy) = P(z(uy)) = P(x)+P(uy)+|z[xy (uy) = P(x)+P(u)+Py)+[ulxy (y)+
|z[x (¢ (u) + ¢ () = [P(z) + P(y) + || x & (y)]+[P(u) + [u] x ¢ (y) + |z| x ¢ (u)] D’autre
part, P(zvy) = [P(x) + P(y) + [x| x ¢ (y)] + [P(v) + [v] x ¢ (y) + |2| X ¢ (v)]. D’aprés les
conditions (C1), (Cy), (C) décrites ci-dessus on a P(zxuy) > P(zvy) et par conséquent
(3, R) est noethérien. [
Exemple 2.2.15 : Soit ¥ = {«, 3,7} un alphabet et la relation R définie par { fa— (v, af—ay}
On considére le morphisme, ¢ : ¥* — N, avec ¢ (a) = 2,9 (6) = 1, (y) = 0 et la

i=|w|
fonction de poids P : ¥* — N, ou P (w) = Z i X (w(i)).
i=1
Pour la condition (C4), on a |Sa| = |8y = 2 et |af]| = |ay| = 2.

Pour la condition (Cs), on montre que P(Sa) > P(57) et P(af) > P(ay).
i=2

On calcul P(Ba), P(Ba) = Zz X P(fa(i) =1x19(B)+2x 1 (a) =5.

i=1
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De méme P(fv) = szw By() =1x 9 (B)+2x ¢ (y) =1, donc P(Ba) > P([7).

On calcul P(af), P szwaﬂ )=1xv¢(a)+2x¢(F) =4
De méme P(ay), P Zz X P(ay(i)) =1 x ¢ (a) +2 x ) (y) = 2., donc P(af) >
P(an).

Pour la condition (C3), on montre que 1(Sa) > 1(57) et Y(af) > (ay).

On a ¢p(Ba) = 3,¢(8y) = 1,¥(af) = 3,9 (ay) = 2.

Finalement (¥, R) est noethérien.
Définition 2.2.16 : Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture. On dit que le principe de
récurrence est vrai dans (X, R) si, pour toute propriété P définie sur ¥*, on a,

si pour tout x € ¥*, le fait que P(y) soit vraie pour tous les y € X* tels que $%>y

implique que P(z) est vraie, alors P(x) est vraie pour tout z € ¥*, en symboles,
(Vo € X* Wy € X* : (P(x) et x%y) = P(z)) = (Vz € P(2)).

Exemple 2.2.17 : Dans le cas de (N, >), il s’agit du principe de récurrence usuelle :

si P(0) est vraie et (Vn € N, P(m) est vraie tels que n > m) = P(n) est vraie, alors

P(n) est vraie pour tout n, en symboles,
(P(0) et (Yn e NNVm € N: (P(n) et n >m) = P(n))) = (Vn € P(n)).

Dans cet exemple en fait remarquer que comme la relation > est transitive, alors sa
fermeteur tansitive est lui-méme.
Théoréme 2.2.18 : Un semi-systéme de réécriture (X, R) est noethérien si, et seulement
si le principe de récurrence est vraie dans (3, R).
Démonstration : En fait la démonstration de I'implication si le semi-systéme de réécriture
(3, R) est noethérien alors, le principe de récurrence est vraie dans (X, R), par absurde,
supposons que S = (X, R) est noethérien mais que le principe de récurrence n’est pas vrai
dans (X, R). Alors il existe une propriété P telle que:

e pour tout z € ¥*, le fait que P(y) soit vraie pour tous les y € ¥* tels que m%y implique

que P(z) est vraie;
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e il existe zg dans ¥* tel que P(xq) est fausse.

Alors, il existe 27 dans X* tel que xo%xl et P(xy) est fausse, sinon, on aurait P(zg). On
recommence a partir de x1, il existe forcément un z, dans ¥* tel que ml%xg et P(xy) est
fausse. On peut donc construire un chemin de réduction infini dans (X, R) qui ne termine
pas, ce qui contredit le fait que (3, R) est noethérien.

Réciproquement: supposons que le principe de récurrence est vrai dans (X, R). On note
P(z) la formule propositionnelle:

P(z) :( Il n’existe pas de chemin de réduction infini partant de = dans (X, R)).

Soit x € ¥* et supposons que P(y) est vraie pour tous les y € ¥* tels que x%y, en
particulier, il n’existe aucun chemin infini partant d'un y tel que x%y, ce qui exclut la

possibilité d’avoir un chemin infini partant de . Donc S = (X, R) est noethérien. [

2.3 La confluence d’un semi-systéme de réécriture de

mots.

Dans ce pragraphe, on introduit la propriété de confluence d’un semi-systéme de réécrit-
ure de mots, dans un semi-systéme de réécriture confluent, les choix effectués n’ont pas
d’importance.
Définition 2.3.1 : Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture. Un branchement de (3, R)
est un triplet (z,y, z) d’éléments de ¥* tels que x%y et az%z, x est appelé la source d’un tel
branchement. On dit qu’un branchement (z,y, z) est local si r=y et Tz, Un branchement
(x,y, z) est dit confluent s’il existe un w € X* tel que y%w et z%w. On dit d’un tel w qu’il
ferme le branchement(z,y, 2).
Définition 2.3.2 : On dit qu’ un semi-systéme de réécriture est confluent (resp. localement
confluent) si tous ses branchement(resp. branchements locaux) sont confluents. On dit aussi
que la relation binaire R est (localement) confluente.
Exemple 2.3.3 : On considére le semi-systéme de réécriture (X, R) ou ¥ = {«, 5}, R =
{aB—sa, Ba—sB}.

Ce systéme n’est pas confluent, car on a:

* £ * .
aﬂa?&ﬁ?a et aﬁa%a&, mais les mots a, & sont en formes normaux.
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Proposition 2.3.4 : Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture.

1. Pour tout (z,y) de R, le branchement (z,y,y) est confluent

2. Si (x,y, z) est un un branchement confluent, alors

e pour tout mot u de ¥*, les deux branchement (uzx,uy,uz) et (zu,yu, zu) sont conflu-
ents.

e pour tous mots u, v de ¥*, le branchement (uzv,uyv, uzv) est confluent.

3. Pour tous (z,y), (z,t) de R, le branchement (xz,yz, xt) est confluent. Dans ce cas on
dit que les réductions (rz,yz) et (zz,xt) sont disjointes.

Définition 2.3.5 : Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture. Un branchement est critique
si il n’est pas de la forme (uz,uy,uz) ou (xu,yu, zu) ou (x,y, z) un branchement, u est un
mot non vide et ses réductions ne sont ni égales ni disjointes.

Proposition 2.3.6 : Un branchement critique dans un semi-systéme de réécriture (3, R)
est nécessairement d’une de ces deux formes :

e Un chevauchement (uzv,yv,uz) ou (uz,y), (xv,z) € R et u,z,v # €.

e Une inclusion (uzv,uyv, z) ou (z,y), (uzv, z) € R et ur, xv # €.

Proposition 2.3.7 : Si tous les branchements critiques d’'un semi-systéme de réécriture
(X, R) sont confluents, alors tous les branchements le sont.
Démonstration

Soit (X, R) un systéme de réécriture dont tous les branchements critiques sont confluents.
Un branchement (z,y, z) est forcément dans un des cas suivants:

e si (z,y, z) est critique, alors, par hypothése, il est confluent.

e si y = z, on a vu que le branchement (z,y,y) est confluent.

e si les réductions :L‘%y et x%z sont disjointes, on a vu que le branchement (z,y, z) est
confluent.

e Si (z,y,y) = (ux’,uy’,uz") ou (x,y,2) = (2'u,y'u, 2'u), ou (2',y,2") est un branche-
ment et u un mot différent de €, on peut supposer que (z/,y,2') # (vz”,vy”’,vz") et
(', 2) # (2"v,y"v,2"v) ou (27,y”,2”) est un branchement et v un mot différent de
€. Donc le branchement (2,4, 2’) entre forcément dans un des cas précédement. Ainsi,
(2',y', 2") est confluent. Alors, on a vu que les branchements (uz’, uy’, uz’) et (z'u,y'u, 2'u)

sont confluents aussi. Donc (z,y, z) est confluent. U
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Exemple 2.3.8 : Soient X = {«, 5} et R = {af—¢, fa— €}, on a donc deux branche-
ments critiques confluents (afa, a, a) , (Bas, 3, B).

Définition 2.3.9 : Un semi-systéme de réécriture S = (X, R) est dit convergent ou complet
s’il termine et s’il est confluent. On dit aussi que la relation binaire R est convergente.
Exemples 2.3.10 : 1. Soient ¥ = {0,1} et Ry = {01—1,11—1}, le systéme (X, R) est
convergent, mais si on remplace la régle 11—1 par la régle 11—11, le systéme (X, R) non
convergent.

2. Soient 3y = {«, 5} et Ry = {af— €}, le systéme (X, R) est convergent, car on a,
Yu,v € ¥* : uaﬁvzuv, et on distingue deux cas :

- si u # « ou v # [ alors le mot uv est irréductible.

-siu=aetv=_[,on aaﬁﬁzaﬁze.

3. Soient X3 = {«, 5,7} et Ry = {af— €, 37— €}, le systéme n’est pas confluent,
car on a aﬁfyza et aﬁ’yz’y, mais les mots « et 7 sous formes irréductibles.

Théoréme 2.3.11 : Un semi-systéme de réécriture (X, R) est convergent si et seulement
s’il termine et s’il est localement confluent.
Démonstration

Supposons que (X, R) est un semi-systéme de réécriture convergent, par définition, il
termine et est confluent. Or, il est évident que la confluence implique la confluence locale
puisque les branchements locaux sont aussi des branchements.

Réciproquement: Supposons que (3, R) termine et qu'il est localement confluent. Comme
S = (¥, R) termine, on peut utiliser le principe de récurrence pour monter que tout branche-
ment est confluent. Plus précisément, on pose P(z) la formule propositionnelle P(z): ( Tout
branchement de source x est confluent).

Si x est une forme normale, alors le seul branchement de source x est (x,z,z) qui est
toujours confluent: on a x%x pour tout x. A présent, considérons un x dans >* et supposons
que P(y) est vraie pour tous les y € X* tels que m%y. Soit (x,y,z) un branchement.
Distinguons deux cas:

1. Si 2 =y (ou x = 2), le branchement est confluent car y = x%z et z%z.
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2. Sinon, il existe ¢ et 2’ dans ©* tels que x?y’ %y et x?gz’ %z: on a un branchement
local (z,y', ") donc, comme (X, R) est localement confluent, il existe w € * tel que y'%w
et 2 =>w.

R ’ ’

On obtient un branchement (y,y ,w): come x?y, on peut appliquer ’hypothése de
récurrence & y et en déduire qu'il existe u € X* tel que y%u et w%u. Puisque x?z’,
on applique de nouveau I’hypothése de récurrence & z pour conclure que le branchement
(#',u, 2) est confluent, c’est-a-dire qu'il existe v € * tel que u%v et z%v. Le branchement
(x,y, z) est donc confluent et P(z) est vérifice. [

Corollaire 2.3.12 : Si un semi-systéme de réécriture est noethérien et si tous les branche-

ments critiques sont confluents, alors il est convergent.

2.4 Exercices

Exercice 2.4.1 :

e Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture de mots, ¢ : (¥*,-) — (N,+) un mor-

phisme de monoides et la fonction P : ¥* — N définie par :

i=|w|

P(w) = Z n' x Y(w(i)),n € N—{0} ot w(i) est la i-éme lettre de w.
i=1

1. Montrer que Vo,y € ¥* : P(zy) = P(x) + nl*l x P(y).
2. Calculer P(zuy) pour tous x,y,u € X*.
juf = [v]
3. Montrer que, si V (u,v) € R, et , alors (X, R) est noethérien.
P(u) > P(v)

e Soit ¥ = {«, 3,7} un alphabet et la relation R définie par {(Ba, af), (75, 57v)}.

On considére le morphisme, ¢ : ¥* — N, avec ¢ (a) = 3,9 () = 2,¢(y) = 1 et la
i=|w|

fonction de poids P : ¥* — N, ou P (w) = Z 2t x h(w(7)).
i=1

1. Vérifier que (X, R) est noethérien.
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Exercice 2.4.2 :

e Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture de mots, ¥ : (¥*,-) — (N,+) un mor-

phisme de monoides non trivial et la fonction P :¥* — N définie par :
i=|w|

P(w) = Z i X (w(i)), ot w(z) est la i-éme lettre de w.

i=1
1. Montrer que, Vz,y € ¥* : P(zy) = P(x) + P(y) + |z| x ¥ (y).
2. Calculer P(zuy) pour tous x,y,u € X*.

[ Jul = v (@)
et
3. Montrer que, si Vu—v € R,¢ P(u) > P(v) (Cy) , alors (X,R) est
et
[ ¥ (u) > ¢ (u) (Cs)

noethérien.

e Soit ¥ = {a, 5,7} un alphabet et la relation R définie par {Sa— /v, af—av}.

On considére le morphisme, ¢ : ¥* — N, avec ¢ (o) = 2,9 () = 1,¥(y) = 0 et la

i=|w|

fonction de poids P : ¥* — N, ou P (w) = Z i X P(w(i)).
i=1

1. Montrer que (X, R) est noethérien.

Exercice 2.4.3 :
e Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture. Montrer que

1. Pour tout (z,y) de R, le branchement (z,y,y) est confluent

2. Si (z,y, z) est un un branchement confluent, alors

e pour tout mot u de ¥*, les deux branchement (uzx,uy,uz) et (zu,yu, zu) sont conflu-
ents.

e pour tous mots u,v de ¥*, le branchement (uzv,uyv,uzv) est confluent.

3. Pour tous (z,y),(z,t) de R, le branchement (zz,yz, xt) est confluent.

Exercice 2.4.4 :

e Soit (X, R) un semi-systéme de réécriture. La congruence % engendrée par R est

définie par:
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. w?w', s'il existe u, v de ¥* et r—s € (RUR™) tels que w = urv,w' = usv.

* / . . . .
° w?w , 8’1l existe une suite finie de mots ug, uq, ..., u,, de ¥* avec,
Uy = W, Ui<=u;11,V0 <i<n-—1etu, =uw.
R

1. Déterminer le monoide quotient ¥*/ % dans les cas suivants :
e Soient ¥ = {«, 8} et R = {af—fa}.
e Soientt ¥ = {a}, et R = {a®*— €}.

Exercice 2.4.5 :

e Soit (3, R) un semi-systéme de réécriture de mots. A tout langage I" sur X, on associe

le langage :
LI, R) = {w €T Iyel: 'y%w}.

1. Déterminer le langage L(I',R) dans les cas suivants :

e Soient 37 = {«, 8}, R1 = {(af, aafp), (Ba, fBa)} et Ty = {af, fa}.
e Soient Yo = {A,B,C}, Ry ={(A,BA), (A, C)} et I'y = {A},
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Chapitre 3

Automates et langages rationnels

Introduction

Dans ce chapitre, on donne les notions et les propriétés de base des automates finis.
Un automate fini est une représentation du comportement d’un systéme fini, un automate
est formé par ’ensemble des différents états possibles du systéme, reliés entre eux par des
conditions : le systéme passe d’un état dans un autre quand une conditiondonnée est vérifiée.
Les automates finis permettant de représenter d’une maniére fini certaines ensembles (les

ensembles rationnels) du monoide libre ¥*.

Contenu

3.1. Notations et définitions.
3.2. Langages rationnels et automates finis.
3.3. Automate minimal.

3.4. Exercices
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3.1 Notations et définitions.

Définition 3.1.1 : Un automate est un 5-uplet A = (Q, qo, F, ¥, ) o,

e X est un ensemble fini dit I’alphabet d’entrée.

e () est un ensemble dit ’ensemble des états.

® (o est 'etat initial.

e ' C () est 'ensemble des états finals.

0 C @ x X xQ est 'ensemble des transitions.

Un automate fini est un automate A = (Q, qo, F, 2, 9) dont 'ensemble d’états () est fini.

Nous représentons un automate fini A4 =(Q, I, F, ¥, ) de la maniére suivante :

les états de A sont les sommets d’un graphe orienté et sont représentés par des cercles.

Sid(q, ) =q,q,¢d € Q,a € ¥, alors on trace un arc orienté de g vers ¢’ et d’étiquette
a,qq q'. Les états finals sont représentés & un double cercle et I’état initial est désigné par
une fleche entrante sans étiquette. Enfin si deux lettres «, 8 sont telles que 0 (¢, ) = ¢’ et
d(q,8) = ¢, on s’autorise a dessiner un unique arc portant deux étiquettes séparés par une
virgule qoz,_ﬁ)q/ . Cette convention s’adapte & plus de deux lettres.
Exemple 3.1.2 : Soit automate A = (Q, qo, F, %,9) ou ¥ = {a, },Q = {1,2},
Go=1,F={2},0={(1,0,1),(1,5,2),(2,5,2)}.
Remarque 3.1.3 : Soit 'automate A = (Q, qo, F, X, §). On étend naturellement la fonction
de transition ¢ & @) X ¥* de la maniére suivante : § (q,¢) = g et 0 (¢, aw) =6 (d (¢, ) ,w),
a€eX,weX qgeq.
Définition 3.1.4 : Soit A =(Q, qo, F, %, J) un automate fini. Un mot ¢ de §* est un chemin
dans A ssi il s’écrit,

c = (q,21,4,) (g2, x2, @) - (¢, iy @) - (Qny Tny @) et il vérifie la condition ¢ = € ou
Vie[l,n—1],q = g1

e n est la longueur du chemin.

e Ce chemin méne de I'état ¢; a l'état ¢,.

e On convient que € méne de g & ¢, pour tout g € Q).

e On appelle trace le morphisme h : 6 — X* tel que: V(q,z,¢') € 6,h((q,2z,q")) = .

e Un mot w € ¥* est accepté (ou reconnu) par A ssi il existe un chemin ¢ dans A menant

d’un état ¢o & un état ¢ € F' tel que h(c) = w.
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e On appelle langage accepté (ou reconnu ) par A, noté L 4, ’ensemble des mots acceptés

par A i. e,
Ly={weX*3qr € F:5 (q,w)=qs}.

Définition 3.1.5 : Un automate fini A =(Q, qo, F, 3, ) est automate fini déterministe ssi
) est une fonction de transition : 6 : Q@ x ¥ — @ (d’un état donné, il part au plus une
seule fleche étiquetée par une lettre donnée). Un automate fini déterministe est complet
ssi 0 est une fonction définie sur I’ensemble () x ¥ tout entier. Dans un automate fini non
déterministe (A.F.N) il peut y avoir le choix entre plusieurs chemins lors de la lecture d’un
mot.
Examples 3.1.6 : 1. Soit automate A = (Q, qo, F,>,0) ou X = {0,1},Q = {q0, @1 } ,
0 ={(90,0,q1),(q0,1,q0)}, qo est I'état initial, F' = {q}. Ici, A reconnait le langage décrit
par 'expression 1*0.

2. Soit 'automate B = (@, qo, F,%,0) ou X = {0,1},Q = {q0, ¢1 } ,
0 ={(90,0,¢1),(q0,1,90),(q1,1,q1)}, qo est I'état initial, F' = {q; }. Ici, B accepte les mots
du langage décrit par l’expression réguliere 1*01*.

3. Soit 'automate C = (Q, qo, F, X, 0) ou X = {0,1},Q = {qo, ¢1, @2},
0 ={(90,0,q1),(q,1,9),(q1,0,92), (q1,1,q1) , (q2,0,42) , (42, 1, g2) }, qo est 'état initial, F' =
{¢1}. Ici, C accepte les mots du langage décrit par I'expression réguliere 1*01*. C est la
version complétée de B.
Définition 3.1.7 : Soit 'automate A = (Q, qo, F, X, ). La fonction de transitions ¢ définit
un morphisme ¥ de ¥* dans le monoide Q% de toutes les applications de () dans @Q): pour tout
w € ¥, U (w) est Papplication qui a tout ¢ € @ associe ’élément ¢’ € @Q ssi §* (¢, w) = ¢'.
Le sous monoide ¥ (X*) de Q© est appelé le monoide de transitions de A.

Exercice 3.1.8 : Construit 'automate fini déterministe qui reconnait le langage L suivant:
L={we{0,1}" : jw|, =0[4]}.

Proposition 3.1.9 : Soit A =(Q, q,, F, %, ) un automate fini déterministe.
1. La relation R4 définie sur X* par wyR wy <= 6" (qo, w1) = " (qo, w2), est une

relation d’équivalence.
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2. Pour tout langage L de >*, la relation R définie sur X* par :
w1 Rpwy <= (Vx € ¥* : wyx € L <= wox € L) est une relation d’équivalence.

3. Les relations R 4 et R sont invariantes a droite.

4. La relation R 4 est d’indice fini.

Démonstration : Il est claire que les deux relations R 4 et R, sont des relations d’équivalence.
Pour (3), supposons que w;R qws et montrons que pour tout u € X* wjuR 4wou. On a
6" (qo, wiu) = 0™ (6" (qo, w1) ,u) = 0™ (6" (qo, w1) ,u) = 0" (o, wiu). Donc wyuR qwau.

supposons que w;Rpws et montrons que pour tout u € X*, wiuRwou. On a

wRLwy < (VY € X" wz € L <= wox € L). Soit x € X* tel que (wiu)t € L, on a

(wiu)t € L <= wy (ut) € L <= wy (ut) € L <= (wyu)t € L. Donc wyuR pwau.

Pour (4), on a les classes d’équivalence de R 4 sont en bijection avec les états de A car :

Vw € ¥, [w]y = {r € X*: 0" (g0, w) = 6" (o, )}

Théoréme 3.1.10 (Myhill-Nerode): Soit L un langage sur un alphabet 3. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. L est accepté par un automate fini déterministe.

2. L est la réunion de classes d’équivalence d’une relation invariante a droite d’indice
fini.

3. La relation R, est d’indice fini.

Démonstration : 1. = 2. Soit A un automate fini déterministe acceptant L. Alors la
relation R 4 est invariante a droite et L est réunion des classes de R 4 correspondant aux
états terminaux de A.

2. = 3. Supposons que L est réunion de classes de R d’indice fini. Montrons que
TRy = zRpy. Si xRy, alors xzRyz (invariante & droite). Les mots xz et yz sont donc
dans la méme classe de R. Soit cette classe est une des classes qui constitue L, auquel cas
xz et yz sont tous deux dans L, soit ce n’est pas le cas et ni xz ni yz ne sont pas dans L.
Dans tous les cas, on a quel que soit z, xz € L <= yz € L. Donc xRpy. On en déduit
qu’une classe de R est incluse de R, chaque classe de Ry, est donc réunion de classe de R.
R 1 est donc d’indice fini.

3. = 1. Supposons que R, est d’indice fini. Notons ¢y la classe du mot vide € et ¢y, ..., ¢,

les autres classes. Soit 0 € X, définissons § (¢;, o), pour cela, soit x un mot de ¢;, posons

57



d (c;,0) = la classe de xo. 1l faut vérifier que cette classe ne dépend pas du choix de z. ceci
résulte de l'invariance & droite de Ry. La fonction ¢ est donc définie. Disons maintenant
que ¢, est terminal si tous les mots de ¢;, sont dans L (si un élément de ¢ est dans L, alors
tous le sont, car Ry, est invariante & droite par €. On a ainsi définit un automate fini A. On
établit par récurrence sur |z| que § (cy, z) = la classe de x. Montrons que A accepte L. On
au€ Ly<= 6(co,u)=ck terminal <= u € L.
Théoréme 3.1.11 : Si un langage est reconnu par un automate fini, alors il est également
reconnu par un automate fini déterministe.
Démonstration : Si 'automate fini du départ A est déterministe, c’est évident. Si
I’automate de départ n’est pas déterministe, on se propose de construire un automate fini
déterministe D qui intégre les choix existant dans 'automate de départ. Soit un AFN
A=(Q,q, F,3,0), on construit 'automate D = (Q', ¢, F’, 3, "), Q' sera inclus dans p (Q),
¢ ={q}, FF={Xe@ : XNF#0},§(X,0)=X"telque X' = {2’ : 3z € X, 0 (x,0) = 2’}
pour tous 0 € X, X € @'
Exemple 3.1.12 : Soit 'AFN A =(Q,q,, F,%,0) on, ¥ = {0,1},Q = {q,q1},0 =
{(90,0,90) , (90,0, q1) , (90, L, q1) , (q1, 1, q1) }, qo est létat initial, F = {1}.

On construit D =(Q', ¢, F',3,¢"), on a ¢, = {qo}, la fonction de transition ¢ est définie
comme suit :
' 0 1
{q0} {90, a1} | {a}
{0, a1} | {0, )} | {an}

{Q1} {Q1}
F'={{q, a1} {a}}

Définition 3.1.12 : Soient A =(Q,q,, F,%,0) et A'=(Q’,q,, F',%,§') deux automates

finis déterministes complets. Un morphisme de A dans A" est une application h: Q — @’
vérifiant les conditions suivantes :

L. h(g) = g0,

2. %g € QY0 € 5,1 (6(¢,0)) = 3 (h ().

3.g€ Q<= h(q € F.
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3.2 Langages rationnels et automates finis

Définition 3.2.1 : L’ensemble des langages rationnels est le plus petit ensemble R con-
tenant les langages finis et clos par union, intersection et étoile.

définition inductive :

(B)

DeRr
{¢} €R
{o} € R, pour tout ¢ € &

(I)Si L, M € R alors

LUMeR
LMeR
L*e R

Définition 3.2.2 : Soit ¥ un alphabet, les langages reconnaissables sur ¥, noté Re ¢ (X*)
sont les langages reconnus par un automate fini déterministe.
Théoréme 3.2.3 (Kleene) : Un langage sur un alphabet ¥ est régulier si et seulement si
il reconnu par un automate fini.
Théoréme 3.2.4 : 1. Les langages reconnaissables sont clos par complémentation.

2. Les langages reconnaissables sont clos par union ensembliste.

3. Les langages reconnaissables sont clos par intersection ensembliste.

4. Les langages reconnaissables sont clos par miroir.

5. Les langages reconnaissables sont clos par concaténation.

6. Les langages reconnaissables sont clos par étoile.
Démonstration : voire (Frangois Yvon [3]).
Définition 3.2.5 : Soit L C X* un langage, si w est un mot sur X, on note par w 'L
I'ensemble des mots qui concaténés avec w appartiennent a L, i.e, w 'L = {u € ¥* : wu € L}.
On appelle résiduel du langage L, tout langage de la forme w™' L, on note Q (L) = {w™ 'L, w € ¥*}.

Pour tout langage L C ¥*, on peut définir une relation sur ¥*, notée ~y comme suit :
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-1 -1
Wy ~p Wy <= W, LNLUJ2 L.

En d’autre termes, wy ~, ws si, et seulement si, pour tout u € ¥*, wiu € L <= wsou € L.
Exemple 3.2.6 : Soient ¥ = {a,b} et L = {w € {a,b}" : |w|, = 0[3]}, pour ce langage, on
a par exemple b ~ ab car pour u = aa, bu ¢ L et abu € L. Par contre a ~ ababaa car
a'L = (ababaa) ' L = {w € {a,b}" : |w|, = 2[3]}.

Exemple 3.2.7 : Soient ¥ un alphabet et L = {w €Y :dJoex,FieNu= 021}. On

2i o 2i+l

pour tous 4,j € N aveci # j 0202 =o0? et 0?0? = o* 17

¢ L, donc il ya une infinité

de classes d’équivalence modulo ~;, et par conséquent L n’est pas rationnel.

3.3 Automate minimal

Dans cette section, nous donnons une caractérisation des langages reconnaissables, & partir
de laquelle nous introduisons la notion d’automate canonique (minimal) (en nombre d’états)
d’un langage. Nous présentons ensuite un algorithme pour construire ’automate canonique
d’un langage reconnaissable représenté par un automate fini déterministe quelconque.
Définition 3.3.1 : Soient ¥ un alphabet et L un langage rationnel sur ¥. On définit
lautomate minimal de L A;= (Qr, g0, Fr,>,0) comme suit :

Qr={w L weX},

Go=€¢"'L=1L,

Fp={w'L,we L}

61 (q,0) = 07 1q, pour tous ¢ € Qr,0 € X.

La fonction de transition 67, s’étend a Qp x X* par 01, (¢, w) = w™lq,Vq € Qr,Vw € T*.
Remarque 3.3.2 : Au vu de la définition de ~, il est clair que I’ensemble des états de Ay,
Tw € E*}. En

{w™'L,w € ¥*}, est en bijection avec 'ensemble quotient ¥*/ ~p= {[w]

effet, & chaque classe d’équivalence [w] . modulo ~/, correspond un état w™'L de Pautomate

minimal A; et réciproquement. C’est pour cette raison que on trouve une définition de
I’automate minimal en termes des classes d’équivalence de ~. Ainsi, on aurait pu définir
I’automate minimal comme suit :

Qr = {[w]NL LW E Z*},
Go = [E]NL )
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Fp=A{[w]_, ,wel}

op ([w]., o) = [wa]_, .
Exemple 3.3.3 : Soit le langage L = {w € {a,b}" : |w|, = 0[3]}, la congruence de Nerode

posseéde trois classes déquivalence [e] _ ,[a]_, ,[aa]_ , donc I'automate minimale Ay de L a

~L

trois états L,a 'L, (aa)fl L,q, =L, F;, ={L}. La fonction de tansition est définie par :

or, a b

L a 'L L

a 'L (aa) 'L | a 'L
(aa) "L | L (aa)"" L

Proposition 3.3.4 : L’automate minimal d'un langage L C »* accepte L.
Démonstration : En effet, soit w € X*,
we€ Ly, <6, (L,w) € F <= w'LeF, < weL.
Définition 3.3.5 : Soit A =(Q,q,, F,>,0) un automate fini déterministe complet, on
définit sur @) la suite de relation d’équivalence (Rj), oy comme suit :

(qRoq) = (g€ F <= ¢ € F),

Vk € N, (qRr41¢") <= ((qRq') et Vo € £,6 (q,0) R0 (¢, 0)).

La relation d’équivalence sur () notée = associe a la la suite de relation (Ry),cy est
définie par :

Vk € N, Ry = Ry ~= Ry.

On considére Pautomate quotient A/ ~ de A, A/ ~= (Q~, Go, F~, X, d~) o1,

Q~ =A{ldlx,q€Q},

9o = [q0]~ »

F.o={ld~ g€ F},

0 (ldx,0) = [0 (q,0)]-

L’automate quotient A/ ~ est 'automate minimal de A.
Exemple 3.3.6 : Soit Pautomate A =(Q, q,, F,%,9) on, Q = {1,2,3,4,5,6,7},
Y ={a,b},q ={1},F = {3,4,5} et la fonction de transition J est définie par :
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dla|b
11214
213 |7
3172
4157
5|76
6|57
TITT

Ona (qRyf) < (g€ F < ¢ € F), donc Q/Ro = {{1,2,6,7},{3,4,5}}, la relation
R, est définie comme suit :

(qR1q¢') <= ((¢Roq') et Vo € ¥,6(q,0) Rod (¢',0)), i.e,
((qRoq") et 6 (g,a) Rod (¢ a) et &(g,b) Rod (¢',D)).

Donc Q/Ry = {{1},{2,6},{7},{3,5},{4}}. La relation R, est définie comme suit :

(qR2q') <= ((qR1q') et Vo € £,6(q,0) R16 (¢',0)), ie,
((qR1q') et d(q,a) R16(¢',a) et §(q,b) R16 (¢, b)).

On a Ry = R, et par conséquent Q/Rs = @Q/R4. Finalement la relation ~ est égale a
la relation R;.

L’automate minimal de A est 'automate A/ ~= (Q~, ¢o, Fr, 2, 0~) 01,

Q~ = {ldlx g€ QF = {{1} ,{2,6} . {7},{3,5} ,{4}},

% = o]~ = {{1}},

F.=A{ldx~,a€ Fy ={{2,6},{3,5} . {4}},

La fonction de transition o est définie par :
On a b

~

{1y {26} | {4}
{2,6} | {3,5} | {7}
{7 {1
3,5} | {7} | {26}
{4y |85 {1}
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3.4 Exercices

Exercice 3.4.1 :
Soit PAFD A =(Q,q,, F,%,0) ou Q = {1,2,3} ,X = {a,b},q, = 1, F = {3} et ou la

fonction de transition est donnée par :

dlalbd
11112
2132
3131

1. Tracer le diagramme d’états de A.
2. Donner I’éxécution de A sur les mots suivants : abba, bbbabb, bababa, bbbaa.
3. Quel est le langage accepté par A (en donner une expression réguliére)?
Exercice 3.4.2 :
Soit ¥ = {a,b}. Construire un AFD acceptant le langage suivant :
Aw e X jw[= 03]},
2. {w e X |w|, =0[3]},
3. {we X |w =1]3]},
4. {we X :|jw|, <4},
5. {we X*: |w|, >4}.

—_

Exercice 3.4.3 :

Soit A = (Q, ¢o, F, X, 6) un AFD, montrer que,

1. Pour tout ¢ € @) 'ensemble Stab (q¢) = {w € ¥* : § (¢, w) = q} est un sous monoide de
(3%, €).

2. Pour tous ¢, ¢ € Q, pour tout w € ¥*,si ¢ =0 (¢, w) et ¢ =6 (¢, w) on w est 'image
miroir de w, alors w - Stab (¢') - w C Stab(q) et Vu € ¥* : u € Stab(q) = wuw € Stab(q).

3. Pour tout ¢ € @, la relation notée R, définie sur ¥* par :
uR, v <= Stab(q) - u = Stab(q) - v, est une relation d’équivalence

4. uRw <= Jr,y € Stab(q) *u=z-vetv=y-u.

5. L’application ¢ : ¥*/R, — O, définie par ¢ (@) = 0(q,u) est bien définie, ou

O, ={d(q,w),w € ¥*} et u désigne la classe d’équivalence de © modulo R,.
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6. La relation p définie sur @ par : gp¢ <= Jw € X* : ¢ = § (q,w) et ¢ = 0 (¢', W), est
une relation d’équivalence.
Exercice 3.4.4 :

Soit L = {ab, aab, aba, ba, bb, aaa}.

1. Quels sont les différents ensembles de la forme w™'L,w € {a,b}".

2. En déduire 'automate minimal de L.
Exercice 3.4.5 :

Soit L = {w € {a,b}" : |w|, =0[2] et |w|, =0[2]}.

Construire un automate fini A tel que L4 = L.
Exercice 3.4.6 :

1. Soit Q un ensemble fini. Montrer que I'ensemble Q© = {f : Q — @, f est une fonction}
muni de 'opération de composition de fonctions est un monoide.

2. Soit A =(Q, q,, F, %, ) un AFD. On pose, pour tout w € %,
fw:Q — Q,q— fu(q) = I (q,w). Montrer que M; = { f,,w € ¥*} est un sous monoide
de (Q9,0).
Exercice 3.4.7 :

On considére le langage L sur lalphabet binaire ¥ = {0,1} décrit par I'expression

réguliére suivante :
E =0*1(10*1+0)".

e Construisez 'automate minimal A reconnaissant le langage L par la méthode des

résiduels & gauche.
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Chapitre 4

Langages algébriques
Introduction

Les chapitres précédents nous ont donnés un aperccu assez complet des langages réguliers.
Nous avons constaté, que des langages comme {a"b", n € N} sur I'alphabet {a, b}, pourtant
"relativement simples" d’un point de vue syntaxique, n’était pas réguliers. Dans ce chapitre,
nous allons présenter une famille de langages qui sont générés par des méthodes plus riches
que les expressions réguliéres. Nous allons introduire la notion de grammaire hors con-
texte. Un langage généré par une telle grammaire sera dit algébrique (ou hors contexte).
Historiquement, ces langages ont été introduits par N. Chomsky dans le but initial de for-

maliser les propriétés grammaticales de langues naturelles.

Contenu

4.1. Notations et définitions.
4.2. Grammaires et langages réguliers.

4.3. Exercices
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4.1 Notations et définitions

Définition 4.1.1 : Soient V' et ¥ deux alphabets finis (supposés disjoints). Une grammaire
hors contexte, ou grammaire algébrique, est la donnée d’un 4-uple G = (V,X, P, S) ou
P CV x (VUX)" est un ensemble fini, appelé ’ensemble des régles de dérivation (ou
productions) de G et S € V est le symbole initial de G. Les éléments de l'alphabet V
sont appelés variables (ou symboles non terminaux) et les éléments de ’alphabet X sont les
symboles terminaux. Nous prendrons généralement la convention de représenter les symboles
non terminaux par des lettres majuscules et les symboles terminaux par des minuscules.
Exemple 4.1.2 : Soit la grammaire hors contexte G = (V, 3, P,S) ou V = {S, A} | ¥ =
{a, b} et les productions de G données par P = {(S, AA), (A, AAA),(A,bA), (A, Ab),(A,a)}.
Notation 4.1.3 : Soient G = (V,%, P, S) une grammaire, A € V une variable, w €
(VUX)" un mot et (A,w) € P une régle de dérivation. On dit que A (resp. w) est le
premier (resp. second) membre de la production (A, w).

Si A € V est une variable et (A4, wy), ..., (A, w,) € P sont des productions ayant A pour
premier membre et o wy, ..., w, € (V UX)*, alors on note A — wy /wy/.../w,.
Définition 4.1.4 : Soit G = (V, X, P, S) une grammaire. Si w peut s’écrire zAy avec
AeVetz,ye (VUX)", alors on note w =>¢ 2 lorsque z = zuy avec (A,u) € P.On note
—{, la fermeture réflexive et transitive de =-¢. Ainsi, w =, 2z si z = w ou s'il existe

des mots wy, ...,w, € (VUX)" ,n >0 tels que
W —qg W, —>qg W —>qg ... —>q W, —>¢ <.

Définition 4.1.5 : Soit G = (V, %, P,S) une grammaire. Le langage généré par G est
I’ensemble des mots sur ¥ qui s’otiennent par dérivation a partir du symbole initial S, i.e.,
L(G)={weX: 5=} w}.

Un langage L C X* est algébrique ou hors contexte s’il existe une grammaire hors
contexte G = (V, 3, P, S) telle que L = L (G). Deux grammaires G et H sont équivalentes
si elles générent le méme langage , i.e., si L (G) = L (H).

Exemple 4.1.6 : Soit la grammaire hors contexte G = (V, 3, P,S) ou V = {S, A} ¥ =
{a,b} et les productions de G données par : S — AA, A — AAA/bA/Ab/a. Le mot
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ababaa appartient a L (G) car S —¢ AA —¢ A —=¢ aAAA — abAAA —¢
abaAA = ababAA —>; ababa A = ababa.

Le mot ababaa est obtenu a partir de S par une dérivation de longueur 8. La suite des
régles appliquées donnant lieu & un mot donné n’est pas nécessairement unique. En effet,
on peut générer le mot ababaa a partir du symbole initial S de diverses facons :

S =g AA = AAAA = aAAA —¢ abAAA — abaAA =g ababAA —¢
ababaA —> ¢ ababaa.

S —=q AA —¢ Aa — ¢ AAAa —¢ AAbVAa —¢ AAbaa —¢ AbAbaa —¢
Ababaa = ababaa.

S = AA =g aA = ¢ aAAA —¢ adAAa —¢ abAAa —¢ abAbAa —¢
ababAa —> ¢ ababaa.

Exemple 4.1.7 : La grammaire ci-dessous génére exactement le langage {a"b", n € N}.
Considérons G = (V, X, P,S) o V = {S},% = {a,b} et les productions de G données par
S — aSb/e.

Exemple 4.1.7 : (Langage de Dyck). On considére la grammaire G = (V, X, P, S) ou
V ={5,T},%2 ={ai,a1,...,a,,a,} et les productions de P données par S — ST'/e, T —
a15ay/.../a,Sa,.

4.2 Grammaires et langages réguliers

Le but de cette section est de montrer que ’ensemble des langages réguliers est un sous
ensemble strict de I’ensemble des langages algébriques. En montrant que la famille des
langages algébriquescontient le langage vide, les langages {o},0 € X, et est stable pour
I'union, la concaténation et 1’étoile de Kleene.

Proposition 4.2.1 : La grammaire G = ({S}, %, P,.S) ot l'unique régleest S — 0,0 € &,
génere le langage {o}. De méme, si P = (), le langage généré est (.

Proposition 4.2.2 : L’ensemble des langages algébriques est stable pour I'union.
Démonstration : Soit Gy = (V1, %, P, S1) (resp. Go = (Va, 3, P, S3)) une grammaire
générant L (resp. Ls). On peut supposer que V1 NV = ) et que S ¢ V; UV, La
grammaire G = ({S}UP,UP,, X, P,S) ou P contient P, U P est la regle S — S1/5,

génére exactement Ly U L.
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Proposition 4.2.3 : L’ensemble des langages algébriques est stable pour la concaténation.
Démonstration : Avec les mémes natations que dans la preuve précédente, il suffit de
considérer la régle supplémentaire S — S51.5; pour générer le langage L Lo.

Proposition 4.2.4 : L’ensemble des langages algébriques est stable pour 1’étoile de Kleene.
Démonstration : Encore une fois en utilisant les mémes natations, il suffit de considérer la
grammaire G = ({S} UV}, X, P,S) ou P contient P; et la régle supplémentaire S — S5 /e
pour générer le langage L7.

Exemple 4.2.5 : Soit la grammaire G = (V, 3, P,S) ou V = {S, A, B} , ¥ = {a, b} et ou
les productions sont S — aB/e, B — bS/bA,; A — aA/e. Le langage généré par G est
exactement {e} U (ab)" ab (a)" qui est régulier.

Définition 4.2.6 : Une grammaire hors contexte G = (V, X, P, S) est réguliére (a gauche) si
toute production de G posséde une des trois formes suivantes : A — a, A — Ba, A — ¢
ou A, BeVetaecl.

Une grammaire hors contexte G = (V, 3, P, S) est réguliere (a droite) si toute production
de GG posséde une des trois formes suivantes : A — a,A — aB,A — cou A, B €V et
a € X.

Proposition 4.2.7 : Un langage est régulier si et seulement si il est généré par une gram-

maire réguliére a gauche (resp. a droite).

4.3 Exercices

Exercice 4.3.1 :
Décrire le langage L (G) engendré par la grammaire G dans les cas suivants :
1.S — aS/bA et A — bA/c,
2. S — aaS/aa,
3. S — aaS/a/b,
4.8 — aSet A— bS/a.

Exercice 4.3.2 :

e Soit la grammaire G = ({S},%, P,S) ou ¥ = {a, b, c} et les productions de P données

par :
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S — aSa/aSb/bSa/bSb/c.

1. Montrer que le mot aabcbbb est engendré par G.

2. Démontrer par induction que L (G) C {ucv : u,v € {a,b,c} et |u| = |u|}.

3. Démontrer que le langage {ucv : u,v € {a,b,c} et |u| = |u|} n’est pas rationnel.

Exercice 4.3.3 :

e On note nbocc : ¥* x ¥ — N l'application qui & un mot w de X* et une lettre o de

Y associe le nombre d’occurences de o dans w.

1. Soit L1 = {w € {a,b}" : nbocc (w,a) = nbocc (w,b)}. Donner une grammaire al-
gébrique (7 engendrant L, et démontrer par induction que L (G;) = L;.

2. Soit la grammaire Go = ({S,T},%,P,S) ou ¥ = {a,b} et les productions de P
données par :

S — aS/T, T — bT'/e. Donner un automate équivalent a Gs.

3. Déterminiser ’automate obtenu a la question précédente.

4. Déterminer une expression rationnelle dénotant Ly = L (Gs).

5. Montrer, en utilisant le lemme de I'étoile, que le langage L3 = {a™b" : n € N} n’est
pas rationnel.

6. Trouver le langage L = Ly N Lo. En déduire que L; n’est pas rationnel.
Exercice 4.3.4 :

Voici quatre grammaires, suivies de six propositions de langages. Rendez son langage a

chacune des grammaires :
\

(S5 —05/0T
T — 1A/B2
A—2/T2
B — 1/1T |
S — 07T/15/28
T — 0T/14/2S
A — 0T/15/2B
| B— 0B/1B/2B/¢ |

G1: ({S,T,A,B},{O,1,2},P1,S),P1:

\

GQ: ({S7T7AaB}a{O71>2}aP2aS)aP2:
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S — 0ST/012
G3:({SvT}a{OaLQ}aPi’nS)aPi’): 2T — T2
172 — 1122

S —0/0S
G4:({5}7{0,1,2},]34,5’),]34: S—>15’S/515/SS]_

S — 255/525/552
En considérant les langages suivants :

L, = ensemble des mots qui contiennent le facteur 012.

Ly ={w € {0,1,2}" : [w]y > [wl; + |wl,}.

L3 = ensemble des mots qui ont autant de 0 que de 1 et que de 2.
Ly ={0"1"2" :n > 0,m > 0}.

Ls = ensemble des mots qui contiennent pas le facteur 012.

Lg = {0"1"2" : . > 0}.
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Chapitre 5

Calculabilité, Complexité des algorithmes

Introduction

Une question fondamentale de I'informatique théorique est de déterminer si un probléme
donné peut ou non étre résolu au moyen d’un ordinateur i.e., par une procédure effective. En
particulier se pose la question de déterminer si une fonction donnée & arguments et valeurs
entiers peut étre calculée au moyen d’un algorithme. Nous présentons dans cette section,
une classe de fonctions de N? & valeurs dans N pour lesquelles une telle procédure de calcul

existe toujours.

Contenu

5.1. Fonctions primitives récursives.
5.2. Complexité d’'un algorithme.
5.3. L’indécidabilité.

5.4. Exercices.
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9.1 Fonctions primitives récursives

Définition 5.1.1 : Soit p un entier. On note F, ’ensemble des applications de N” dans N.

Dans le cas ou p = 0, les éléments de Fy sont identifiés avec les éléments de N. On pose de

plus F = U Fp.

peN
Définition 5.1.2 : Soient i et p deux entiers tels que 1 < ¢ < p. La fonction de projection

pip appartenant a F, est définie par
Pip: N — N (21, ..., 7)) — ;.

Par exemple, P;; : N — N est la fonction identité.
Définition 5.1.3 : La fonction successeur o appartenant a F; est définie par ¢ : N —
N,z +— x4+ 1.
Définition 5.1.4 : La fonction zéro 0 appartenant & Fy est simplement la constante 0,
c’est une fonction sans argument qui a toujours la valeur 0.
Définition 5.1.5 : Soient fi, ..., f,, des fonctions de F, et g une fonction de F,,. La fonction

composée h = g (fi,..., fn) est la fonction de F, définie par :

h(zy,..xp) = g (f1 (21,0, Tp) ooy fr (21, oy ).

Définition 5.1.6 : Soient g € F, et h € F,12. On définit une fonction f € F,;; telle que

pour tous 1, ...,xp,n € N

f(x1, .2y, 0) =g (21,....2) ,
f(x1,yxp,n+1)=h(z,...,zp,n, f (21, ..., Tp,0)) .

On dit que f est définie par récursion primitive a partir de g et de h.
Définition 5.1.6 : L’ensmble PR des fonctions primitives récursives est le plus petit sous
ensemble de F qui

» Contient la fonction zéro 0,

» Contient les fonctions de projection P;, quels que soient les entiers 7 et p tels que
1< <p,

» Contient la fonction successeur o,
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» Est stable pour la composition, i.e., si n et p sont des entiers, fi, ..., f, des fonctions
de F, qui appartiennent a PR et g une fonction de de F,, qui appartient & PR, alors la
fonction composée g (f1, ..., fn) apparient encore & PR,

» Est stable par récursion primitive, i.e., si p est un entier, g une fonction de F, ap-

partenant & PR et h une fonction de F,,, appartenant a PR, alors la fonction définie par
récursion primitive a partir de g et de h appartient encore a PR.
Exemples 5.1.7 : 1. Les fonctions constantes de F; sont primitives récursives. En effet, la
fonction constante 1 s’obtient en composant la fonctio zéro et la fonction successeur qui sont
toutes les deux primitives récursive 1 = o 00. D’une maniére générale, la fonction constante
n + 1 est la composée de la fonction successeur et de la fonction n qui, par hypothése de
récurrence est primitive récursive.

2. Les fonctions constantes de J, sont primitives récursives. Soit n un naturel, on note

n, la fonction de F, définie par :
n,: NP — N, (21, ...,2,) —> n.

Au vu de I'exemple précédent, nous savons déja que pour tout n € N, la fonction de
F1 n est primitive récursive. Procédons par récurrence sur p. Supposons que n, est une
fonction primitive récursive et montrons que n,; I'est encore. Il est clair que

N, (21, ..., 2, 0) =1, (21, ..., )

Ny (21, p,m+ 1) = Ppiopro (T1, oo, Tp, My Dy (T, .00, Tp, M)
Ainsi, n,; s’obtient par récursion primitive & partir des fonctions n, et P, 2,42 qui

sont toutes deux primitives récursives. Par conséquent, n, ; appartient aussi a PR.

p
3. Pour tout entier p > 1, la fonction d’addition ¥, : (z1, ..., x,) — E x; appartenant
i=1
a F, est primitive récursive. On procede par récurrence sur p. Pour p = 1, 3y = Py est
une fonction primitive récursive. Supposons le résultat acquis pour p et vérifions-le pour
p + 1 en se ramenant au schéma de définition par récursion primitive :

Ypt1 (21, ., 2, 0) = X (21, ..., )

Ypr1 (T1, o xp,n+ 1) = 0 (Pprapra (X1, ooy Tp, 1y B (21, .., Tp, M)
Définition 5.1.8 : La fonction d’Ackermann A € F5 est définie par :
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A0,m) =m+1,
A(m+1,0)= A(m, 1),
A(m+1n+1) = A(m, A(m+1,1)).

Théoréme 5.1.9 : La fonction d’Ackermann n’est pas primitive récursive.

9.2 Complexité d’un algorithme

L’objet de la théorie de la complexité est :
e Pour les algorithmes d’évaluer le nombre d’opérations élémentaires (complexité tem-
porelle) et I'espace mémoire nécessaire (complexité saptiale) pour leur résolution;
e Pour les problémes (de décision), de les calssifier suivants leur niveau de difficulté.
Définition 5.2.1 : Soient f et g deux fonctions a variable entiére et & valeurs positives.
f(n) =0 (g(n)) s’il existe une constante ¢ > 0 et un entier ny tels que
Vn > ng,0 < f(n) < cg(n). On dit que g domine f ou que f ne croit pas plus vite que g
multiplié par une constante.
Définition 5.2. 2 : Soit n un entier, on note D les données de taille inférieur ou égale n,
C' (D) le cotit associé a I'exécution de la donnée D par un algorithme et C' (n) la complexité
de lalgorithme. Alors on peut définir C'(n) de trois fagons différentes:
1. Complexité dans le pire des cas: C'(n) = Max {C (D) /D donnée de taille inférieur ou égale n}.
2. Complexité en moyenne : C' (n) = Z P(D)C (D).

D donnée de taille inférieur ou égale n

ou P (D) est la probabilité d’obtenir la donnée D.

3. Complexité dans le meilleur des cas :
C'(n) = Min{C (D) /D donnée de taille inférieur ou égale n}.
Définition 5.2.3 : Un algorithme est a complexité polynomiale si sa complexité dans
le pire des cas est de la forme O (nk) ou k est une constante. Si sa complexité ne peut
étre majorée par un polynéme, on dit que 'algorithme est & complexité exponetielle. Un

algorithme est & quasi exponetielle si sa complexité est une fonction de la forme exp©™.
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9.3 L’indécidabilité

Un probleme P de variable x est décidable s’il existe un algorithme qui pour chaque z dit
"oui” ou "non” a la question : " Est-ce que P (z) est vrai?". Ce probléme avait été posé la
premiére fois par David Hilbert, au Congré International des Mathématiciens qui avait eu
lieu a Paris en 1900. L’indécidabilité est la négation de la décidabilité, ceci signifie qu’il ne
peut exister d’algorithme se terminant toujours en un temps fini permettant de résoudre ce
probléme.

On introduit quelques problémes indécidables :

Définition 5.3.1 : (Le probléme de Poste)

Données : Deux suites finis X et Y de mots sur un alphabet X, X = uq, uo, ..., u, et
Y = v, 09, ..., 0.

Le probléme : Existe-t-il une suite i1, 7o, ..., i, telle que w;, w;,...u;,, = v;,0;4,...0; 7.
Exemple 5.3.2 : Sur l'alphabet ¥ = {0,1}, le probleme avec X = 1,10111,10,Y =
111,11,011 est décidable : usuiuiuz = voviv1v3. Mais le probléme avec X = 10,011,101, =
101,11,011 n’a pas de solution.

Définition 5.3.3 : (Le probléme du mot dans un monoide libre (Thue))

Données : Etant donnés un monoide >* librement et finiment engendré par un ensemble
3], et une congruence définie sur ce monoide engendrée elle-méme par une relation finie R.

Le probléme : Le probleme du mot consiste a reconnaitre si deux éléments du quotient,
définis par deux représentants dans X*, sont distincts ou non.

Remarque 5.3.4 : On peut chercher des conditions suffisntes pour que ce probléme devi-
enne décidable, cest le cas si dans toute classe d’équivalence on sait trouver un représentant
canonique. Un idée simple est de prendre comme représentant un mot de plus courte
longueur dans sa classe. Une des méthodes de décision consiste & associer & R un semi-
systéme (X, R) de régles de réécriture, tel que deux mots wyet wq sont équivalents modulos
% si, et seulement si il existe une suite de réécritures conduisant w; et wo sur le méme
mot. Dans le cas ou on peut trouver un tel semi-systéme complet et fini, il est alors claire
que le probléeme du mot est résoluble.

Exemple 5.3.5 : Soit © = {a}, et R = {a®— ¢}, € est le mot vide. Yw € X*, on distingue

deux cas :
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. . *
e Si |w| est paire alors w<=e.
R

e Si |w| est impaire alors wESa.

R IR
R R

Finalement ¥* % = {[a] x . } et le probléeme du mot dans cet exemple est
résoluble.
Définition 5.3.6 : (Le probléme du sac a dos (Hellman))

Données : Une suite d’entiers positifs aq, ao, ..., a, et S.

Le probléme : Existe-t-il un sous ensemble K C [ = {1,2,...,n} tel que Z ap = S.

keK
Exemple 5.3.7 : Hellman a démontré que 516 ne peut s’écrire comme somme des entiers

de {14, 28, 56, 82,90, 132,197, 284, 341, 455}. 515 peut s’écrire de 3 facons différentes a ’aide
de ces entiers.
Proposition 5.3.8 : Soit (a;),,;, une suite d’entiers positifs. Si la suite (a;),;,, est

supercroissante, c’est-a-dire a; > Z ar (i > 1), alors le probléeme du sac & dos est facile a

k<i
résoudre.

Preuve :
Soit a,, le plus grand élément de (a;), <i<n inférieur ou égale a S. Alors m +1,m + 2 ...ne

sont pas dans K car sinon la somme E ay, serait supérieur & S. m appartient & K car sinon
keK
la somme E ay serait inférieur & S. On recommence avec S — a,, a la place de S.
keK

5.4 Exercices

Exercice 5.4.1 :

e Vérifier que les fonctions suivantes sont primitives récursives :

p

1. Pour tout entier p > 1 la fonction produit définie par (zy, ..., x,) — H X5,
i=1

2. La fonction puissance de F, définie par p: (z,n) — z".

3. La fonction factorielle n!.
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