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Introduction

e calcul fonctionnel est I'une des théories de base en analyse fonctionnelle [29]. I a
permis d’étudier la fonction analytique dans des espaces des fonctions topologiques
(en particulier normés). Depuis les années 1970, plusieurs auteurs tels Peetre [36],
Dahlberg [24], Marcus et Mizel [34] ont étudié le calcul fonctionnel dans certains espaces de
Sobolev et espaces de Besov. En particulier, Bourdaud [7,|10] a ouvert la voie en établissant le
calcul fonctionnel dans les espaces de Besov localisés. Plus précisément, dans [10] il a prouvé le
résultat suivant :
Théoreme 1 [10]
Soient p,q € [1,+o0], s € R, By, et (B; ) sont respectivement les espaces de Besov et les
espaces de Besov localisés. Alors

(i) By, = (B;, ), pourp > gq,

(i) (B;,)e — B, pourp < q.

i.e., les espaces de Besov B, , ne sont pas localisables en norme (* pour p # ¢. En particulier,
Peetre [36] a démontré que 'espace de Besov B, , est localisable en norme /7, i.e., B;,p:(B;p) o,
ol /¥ est 'espace des suites (ay) telles que ||(ag)|[e = O rey |ak|p)% < 00.

Le probleme de composition sur certains espaces fonctionnels s’est intéressé par plusieurs ma-
thématiciens, Igari [30] en 1965 a étudié les fonctions qui opérent par composition a gauche sur
I'espace de Sobolev H*(R) pour 0 < s < 1, ot il a trouvé que cette fonctions qui operent sur cet
espace, c’est les fonctions localement lipschitziennes et s’annulant a 1’origine ou globalement
lipschitziennes et s’annulant a 1’origine, selon que cet espace si s’injecte dans 1’'espace L>°(R) ou
non respectivement, Marcus et Mizel [33]] en 1979 ont caractérisé celles qui agissant sur I’espace
de Sobolev W'?(Q2) par une condition de Lipschitz locale ou globale, Dahlberg [24] puis Bour-
daud [9] ont montré que les seules fonctions qui opérent sur les espaces de Sobolev H3(R"), ou
les espaces de Besov B;AR”), avec la condition 1 + Il? <s< %, sont les fonctions linéaires. En
1986, Janson [31] a intéressé a ’espace de Hardy-Sobolev F},(R") et a prouvé une condition de
Lipschitz.



TABLE DES MATIERES 5

Comme il est connu précédemment que tout espace normé de fonctions sur R”, on peut associer

sur cet espace sa version localisée uniforme et on note par Ej,. i.e., on a la relation suivante
sup ||(7a) fl| e < o0,
a€R”

avec 7, désigne 1'opérateur de translation, et ¢ est une fonction de D(R"), positive et non iden-
tiquement nulle. On peut montrer que Ej, ne dépend pas du choix de la fonction auxiliaire ¢,
(voir Proposition 4.5). Les espaces localisés uniformes jouent un rdle treés important dans 1’ana-
lyse fonctionnelle [4], comme il est connu si nous avons un espace £ d’algebre de Banach, alors
ona M(E) = Ej,. On peut utiliser aussi la localisation uniforme d’un espace fonctionnel pour
caractériser les fonctions qui operent par composition a gauche sur cet espace, par exemple Al-
laoui et Bourdaud [3] ont démontré si une fonction opére sur I'espace de Besov B; (R"), avec
s =% > letq > 1, alors sa dérivée appartient localement-uniformément a Bs(R). Plus préci-
sément, ils ont prouvé le résultat suivant :

Théoreme 2 [3]

On suppose s = 2 > 1 et g > 1 dans le cas des espaces de Besov, p > 1 dans le cas des es-
paces de Lizorkin-Triebel. On suppose de plus que les entiers m,n vérifient 1 < m < n. Sila
fonction f : R™ — R opere sur E; (R",R™), alors V f appartient a E5_'(R™, R™) localement

uniformément.
Ou E; (R",R™) désigne I'espace de Besov ou I'espace de Lizorkin-Triebel a valeurs vectorielles.

Allaoui et Bourdaud [4] ont exploité le résultat précédent pour obtenir une caractérisation
concrete dans les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel localisés uniformes. Ot ils ont trouvé
que ces espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel localisés uniformes, sont décrits sans utiliser

une fonction auxiliaire ¢ pour 0 < s < 1.

Dans cette these, nous donnons une généralisation du théoréme de Bourdaud [10] de la pro-
priété de localisations des espaces de Besov sur 'espace (", ot r € [1, +00].

Aussi, on étudie la caractérisation des fonctions qui operent sur certains espaces fonction-
nels, out on donne des conditions suffisantes pour les fonctions qui opéerent par composition
a gauche, sur les espaces de Besov a valeurs vectorielles By (R",R™), avec p,q €]1,+oo]. De
plus, on montre que les conditions de T opérent sur les espaces B, (R",R™), sont suffisantes

1 .
pourl+-<s<2,1<p<qg<oo,1<m<n,telsquemetn € N*. Plus précisément, nous

allons démontrer le résultat suivant :

Théoreme 3

Soit f : R™ — R, une fonction telle que f(0) =0,1 <p < ¢ <oo,m,n € N*avecl <m <net
n>2, ma:v(%, 1+ }9) <s<2SifeB, (R")etgec B, (R*",R™),alors

©2021, N. FERAHTIA  Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.
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Ty(g) = f og € B; ,(R"). De plus, il existe ¢ = c(s, p,q,m,n) > 0 tel que

)=1/p).

175 (9)]

By (&) < C|’VfHB;*1(Rm,Rm)(1 + [|g]

3 B (R™R™)

Notons que ce résultat obtenu par Bourdaud [15] pour m =n = 1.

Il est bien connu que la condition de Lipschitz, locale ou globale suivant que 'espace B, ,(R")
se plonge ou non dans L™ (R") pour s > 0, et I'ensemble des fonctions dont les dérivées
premiéres appartiennent localement uniformément a Bp%jq_ 1(R) sont nécessaires, (voir aussi,

[3,14]), et la condition d’appartenance locale au méme espace l'est aussi pour m < n, (voir
1
[2,14,17,[18,21]). On sait que le calcul fonctionnel est trivial dans la zone 1 + — < 5 < E, car les
p

p
fonctions sont linéaires, (voir [2,9,[12]). Comme l'existence des fonctions non triviales opérant

sur By /" (R",R™) avec 2 > 1+ % est une question ouverte, nous limitons notre preuve du

n
Théoréme 3 pour le cas — < 1+ —.

D’autre part, comme les espaces localisés-uniformes jouent un role dans diverses questions
d’analyse mathématiques. On étudie la localisation uniforme dans l'espace de type de Le-
besgue, ott nous donnons une description de l'espace L7 (R");, avec p € [1,+oc[ et 7 > 0. Plus
précisément, nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoreme 4

Soient p € [1,+o0[ et 0 < 7 < oco. Alors une fonction mesurable f sur R" appartient a L;(R”) lu
si et seulement si

=

sup(  sup ! ) < o0, (1)

1 / (@) Pde)
a€R™ PeQ((P)>1 |P‘ P+a

ou P est un cube dyadique de longueur de coté ¢/(P) > 1. De plus, I'expression ci-dessus est
équivalente a la norme || f|| 7 ®n),,-
Aussi, on étudie la version localisée uniforme sur 'espace L7 (R"), ott nous donnons le résultat
suivant :
Théoréme 5
Soit 0 < 7 < +00. Alors on a

LI (R = L (R").

Toujours dans I'espace de type de Lebesgue, on étudie aussi le plongement dans 1’espace L7 (R"),,
selon la croissance du parametre 7, i.e., nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoreme 6

Soient p € [1,+o0[et 0 < 7 < 400, alors on a

(11) Si o <71 0Nna L;O (Rn)lu — L;l (Rn)lu

©2021, N. FERAHTIA  Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.
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Comme les espaces de type de Besov B, 7(R") jouent un role dans diverses questions mathé-
matiques, on étudie sa version localisée uniforme, ot nous donnons la caractérisation concrete
de l'espace de type de Besov localisé uniforme B;7(R");,, otip,q € [1,4+00], 7 € R, et 0 < s < 1.
Plus précisément, nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 7

Soient 1 < p,qg < 400,0 < 7 < 110, 0 < s < 1. Alors By7(R");, est 'ensemble des fonctions
f € L7(R"),, vérifiant de plus la condition suivante

(i) danslecas 0 < s < 1,

dt
7)$) < +00.

1 [?
sup( sup  —=—( / (t*wp,pra(fit))?
a€R™ PeQ¢(P)>1 |P| 0

De plus I'expression

1 S dt. 1
sup( s (e £00 D) + a0

a€R™ PeQ,(P)>1
est une norme équivalente sur B;7 (R");,,.

Notre these est organisée en quatre chapitres

e Dans le premier chapitre, nous donnons une introduction de base aux séries de Littlewood-
Paley et opérateurs de différences. Ensuite, nous rappelons quelques notions essentielles sur
les espaces de Besov, les espaces de Lizorkin-Triebel, les espaces de type de Besov, quelques in-
égalités classiques. Beaucoup des propriétés de ces concepts seront utilisées dans les prochains
chapitres.

e Dans le deuxieme chapitre, nous généralisons le théoreme de Bourdaud de la propriété de
localisations des espaces de Besov B,  (R") sur I'espace {7, ot r € [1, +00]. Plus précisément, on
démontre que l'espace de Besov B est s’injecte dans l'espace de Besov localisé (B; ). (i.e.,

p.q

By = (B, ), pour r > max(p, q)). Aussi, on démontre que l'espace de Besov localisé (B, ).

est s’injecte dans l’espace de Besov B; , (i.e., (B, )¢ — B, ,, pour r < min(p, ¢)). Finalement,
on démontre que l’espace de Lizorkin-Triebel F; (R"), ot s € R, p € [1,+oo[ et ¢ € [1, +00], est
localisable en norme ” (i.e., I, = (F} )ew).

¢ Dans le troisieme chapitre, on étudie les fonctions qui operent par composition a gauche sur
certains espaces fonctionnels £ (R") et E5 (R",R™) avecs >0, m,n € N*etp,q € [1,+o0].
Ot nous donnons des conditions suffisantes pour les fonctions qui opérent par composition
a gauche, sur les espaces de Besov a valeurs vectorielles B; (R",R™), avec p,q €]1,+0c0] et
1 < m < n, m et n entiers. Nous montrons que les conditions de 7T operent sur les espaces
B;q(R”, R™), sont suffisantes pour 1 + % <s<2,1<p<g<ooetf:R"™ — R, une fonction
s’annulant a ’origine.

¢ Dans le quatriéme chapitre, nous donnons une description de I’espace de type de Lebesgue lo-

©2021, N. FERAHTIA  Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.



TABLE DES MATIERES 8

calisé uniforme L7 (R");, pour p € [1, +ool et 7 > 0, on démontre aussi que L7 (R");, = L] (R").
Aussi, on démontre que l'espace L;°(R");, s’injecte dans I'espace L7 (R");, (i.e., L (R")n, —
L] (R™),, si 1y < 11). Finalement, nous caractérisons concretement les espaces de type de Besov
localisés uniformes B;;g(R”)lu, avec p,q € [1,+o0]et0 < 7 < Il) , on établit que les espaces

By7(R");, sont décrits sans utiliser une fonction auxiliaire pour 0 < s < 1.
e Finalement, des conclusions générales et des perspectives sont tirées.

La plupart des résultats présentés dans cette these ont été publiés ou soumis pour publication
dans des revues internationales de renommé établie.

Les résultats présentés dans le chapitre deux ont été décrits dans [26], et ceux du chapitre trois
a été soumis. Chapitre quatre contient des résultats intéressant seront soumis prochainement
en collaboration avec le directeur de la thése.

©2021, N. FERAHTIA  Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.



Notations

e B (R") désigne l'espace de Besov, et F; (R") désigne l'espace de Lizorkin-Triebel.
o £5 (R") désigne I'espace de Besov ou I’espace de Lizorkin-Triebel, quand il n"y a pas besoin
de distinguer les espaces B et F.
o b (R",R™) désigne I'espace de Besov ou 'espace de Lizorkin-Triebel a valeurs vectorielles.
o B (R"), et F; (R™),, sont respectivement les espaces de Besov et les espaces de Lizorkin-
Triebel localisés uniformes.
o (E)x» désigne I'espace localisé en norme ¢#, 1 < p < +o0.
e Pour o € N",|a| = oy + ... + a,. La dérivée partielle de f WLL{;% est notée 0* f.
e (e1,€9,...,€,) est la base canonique dans R".
® 1 -y =1y + ... + Ty, est le produit scalaire dans R™.
e Pour a € R, on note a;, = max(a,0).
e Pour =z € R", |z| désigne la norme euclidienne dans R".
e Pour Q2 C R", |Q2| désigne la mesure de Lebesgue de (2.
e Q désigne I’ensemble de tous les cubes dyadiques.
o (fxg) fRn g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.
e () est le cube unité [—%, %]” et Q" le cube [0, 3]" .
e5Si f: R" — C, le support de f est noté par suppf.
e D(R") est I’espace des fonctions C*°(R") a support compact, D'(R"™) est 'espace dual de D(R"),
est appelé aussi l'espace des distributions sur R".
e S(R™) est I’espace de Schwartz, de fonctions C>*(R") a décroissance rapide sur R", le dual

S'(R™) est I’espace des distributions tempérées.
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e Si f € S(R™), alors sa transformée de Fourier est :

et sa transformée de Fourier inverse est :

FHAO) (@) = (2m)™" / exp(iz.§) f(€)de

e P’ est I'exposant conjugué de p, % + 1% =1loup € [1,+o0].
e Soit a € R", 7, est 'opérateur de translation définit par 7, f(-) = f(- — a).

e LP(IR") est I'espace des fonctions mesurables f sur R" telles que

1 Loy = ( /R |f@)Pdz)t <.

e (7 est 'espace des suites (ay)y, telles que || (ax)|les = (O o ]ak\q)é < 0.

e S0it 0 < p<oo,0<q< oo, alors

1 fillesgzry = O~ L fu(@)l|9)7 < o0
k=0

1 fillzoeny = 1O 1 fu(@)| D), < o0
k=0

e Si f de classe C''(R™), nous notons V f 1'opérateur de dérivation défini par V f = (01 f, ..., O f).
e Nous introduisons 1'opérateur de composition 7 et I'opérateur de différence finie A, définis
sur les fonctions via les formules 7((g) = foget Apf = f(.+h) — f(.).

e Nous notons B(a, ) la boule de centre a et de rayon .

e Comme d’habitude c, ¢4, ... désignera une constante positive pouvant dépendre de m, n, s, p, ¢

et de la fonction ¢, sa valeur pourra changer d"une occurrence a 'autre.

©2021, N. FERAHTIA  Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES ESPACES DE BESOV
ET DE LIZORKIN-TRIEBEL

ég e but de ce premier chapitre est de donner une introduction de base aux séries de
Littlewood-Paley et opérateurs de différences. Ensuite, nous rappelons quelques notions
essentielles sur les espaces de Besov, les espaces de Lizorkin-Triebel, les espaces de type de
Besov, quelques inégalités classiques. Beaucoup des propriétés de ces concepts seront utilisées

dans les prochains chapitres.

1.1 Séries de Littlewood-Paley

Dans cette section, on va rappeler la définition de la décomposition de Littlewood-Paley d"une
distribution tempérée.
Soit ¢ € S(R™) telle que

(i) suppp C{E€€eR": 1 <€ <3},
(i) ¢(€) > 0pourl < ¢ <3,
(iii) ZjeZ p(277€) = L pour { € R"\ {0}

La construction de ¢ ne pose aucune difficulté, voir par exemple [6].
On pose ¢(§) =1 — Y 72, p(277¢), on obtient une fonction ¢ € C*(R") telle que

supp ¢ C {§ € R™ : || < 3}
Dans tout ce qui suit, on fixe la partition de I'unité qui résulte
SO +T7Lp(278) =1 (V¢ R

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolutions

~

Aj: 8 — C>, définie par F(A; f)(§) = ¢(277€) f(§) pour j = 1,2,... et
F(Aof)(&) = (& )f(f ). On définit de méme les opérateurs (), par

F(Qrf)(€) = p(27%€) F(€) pour k = 1,2, ...

11
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pout toute f € §’, la décomposition de f du type de Littlewood-Paley est

f=2 A (1.1)

320

La série (1.1) converge au sens des distributions tempérées. La relation (1.1) peut s’écrire aussi
sous la forme

F=Quf+ D A,

j>k+1

valable pour toute f € S"etk € N, tel que Q. f = >, A f.

Définition 1.1. [42] Soit f € S" et a > 0. On définit les opérateurs maximaux associés aux Ay et Qy,

par

*,a _ |Akf(x — y)| *,a _ |Qkf(x — y)|
A @) = sup TR @ @ @) = sup R e

Définition 1.2. [2] Soient f et g dans S'(R™). Si la limite de (Q), f) - (Q;g) quand j — o0 existe
dans S'(R™) on 'appelle produit de f par g, noté f - g.

1.2 Espaces de Besov et espaces de Lizorkin-Triebel

Dans cette section, nous allons rappeler la définition des espaces de B; (R") et F;; (R"), ainsi
que certaines propriétés, comme la coincidence avec d’autres espaces, les inclusions des uns
dans les autres, ..., ext, et dont toutes les démonstrations se trouvent dans les livres de H. Triebel
[42,43]], on pourra aussi voir le livre de T. Runst et W. Sickel [38].

Définition 1.3. [38] Soient s € Ret 0 < p,q < oo. L'espace de Besov B;, (R") est I'ensemble de toutes
f € S'(R") telles que

<Zj20(25j||Ajf”p)q)E < 400 pour qF# oo
Pt (1.2)

1f] _
Sup;»o(2%[|A; fllp) < +oo  pour g =00

Définition 1.4. [38] Soient s € R, 0 < p < oo et 0 < g < oo. L'espace de Lizorkin-Triebel F}; (R")
est I'ensemble de toutes f € S'(R™) telles que

B ||(Zj20(28j|Ajf|)q)5||p < 400  pour qF# oo
Fp (Rm) = (1.3)

| £] .
| sup,5(2¥[Aj f|)|l, < +o0  pour q=o0

Remarque 1.1. Dans la formule (1.2) (resp. (1.3)) on peut remplacer A; par A avec a > % (resp.

a > ot—s), et on obtient ainsi une norme équivalente dans By (R™) (resp. F; (R™)).
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1.2. ESPACES DE BESOV ET ESPACES DE LIZORKIN-TRIEBEL 13

Voir Peetre [36] ou Triebel [42] pour plus de détails.

Définition 1.5. Un espace vectoriel X est dit quasi-Banach s’il est complet pour la métrique d(x,y) =
|z — y|| avec l'application || - || : X — R, est une quasi-norme, c’est-a-dire elle vérifie les propriétés
suivantes

(i) ||z|| = 0 si et seulement si x = 0,
(ii) VA e K= (RouC), Vz € X; ||A\z] = |\|||=||,
(iii) 3k > 1, telle que Vx,y € X; ||z + yl| < k(||=]| + ly]))-

Remarque 1.2. Si k = 1, la quasi-norme || - || soit une norme et l'espace X devient un espace de Banach.

Définition 1.6. [38] Soient A, et A, deux espaces de Banach. On dit que A, est s’injecte dans A, et
on écrit Ay — As, si pour toute fonction f appartenant a Ay, on a f appartenant a A,. De plus il existe
c > 0 telle que

114, < el f]la,-

1.2.1 Opérateurs de différences

Pour toute distribution f sur R”, et tout h € R", on pose A, = 7, f — f. On considere aussi les

puissances successives de 1’opérateur A, définie inductivement par
A=A, et AT =A,0AT, Vm e N~

On vérifie aisément la formule suivante
Apf =3 (—1)i* ( / ) T_inf.
j=0 mn

Nous utiliserons par la suite la notation suivante : pour ¢ € N*, p € [1,+00], ¢ > 0 et f une
fonction définie sur R" on pose

wpe(fot) = sup( | |ALf(2)] da).

|h|<t JR™

Les propositions suivantes présentent des normes équivalentes dans B; (R") et F; (R").
Pour la preuve, voir par exemple [38| p. 19], [42] et [43} p. 140].

Proposition 1.1. Soient { un entier, 0 < s < £, ¢ € [1,4+00] et 1 < p < oo. Alors I'espace de Besov
B (R") est I'ensemble des distributions tempérées f vérifiant

s a dh 1
g = 151+ (f =2 8RS @Pd? 007 < +oc,
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pour 1 < p < oo, alors l'espace de Lizorkin-Triebel F; (IR™) est I'ensemble des distributions tempérées

f vérifiant

dt. 1

1
1l ey = 11l + I / (1 /| AR R, < oo

Preuve. Voir [38, p. 41]. o

Proposition 1.2. Soit s > 0, alors une distribution f appartient a B, (R") si et seulement si
f e LP(R) et 0;f € By '(R") pour tout j = 1, ...,n. De plus I'expression

By (R™)

1f 1l + > 1195 /]
j=1

est une norme équivalente dans B, (R").

Proposition 1.3. Soit { un entier et 0 < s < ¢, alors l'expression

11+ / (ol )yt

ts

Q=

),

est une norme équivalente dans B; (R").

1.2.2 Plongements dans B, (R") et F;; (R")

Nous rappelons quelques inclusions et égalités au sens des normes entre les espaces de Besov
et de Lizorkin-Triebel. La plupart sont démontrées dans [36] , [42] et [43].
Proposition 1.4. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) B3, o(R") =C*(R"),sis € Ry\N.
(it) By (R") est un espace quasi-Banach ( espace de Banach si min(p, q) > 1).
(iii) F;,(R™) est un espace quasi-Banach ( espace de Banach si min(p, q) > 1).
(iv) F)y(R™)
(v) FJ5(R™)
)
")

LP(R™),si1 < p < 0.

wrr (R™),sil <p<oo,meN*,
(vi) B;p(]R” Es

(vii) F;,(R Hy(R™),si1 <p < oo,
oi Hj(IR™) est I'espace des potentiels de Bessel de toutes f € S'(R") telles que

( "),sil<p<oo,seR.

~

s = [|F L+ €72 FE)l < +oo.
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(viii) Fp,(R™) = hy(R"),si0 < p < oo,
oit h,(R™) est I'espace de Hardy de toutes f € S'(R") telles que

~

11y = 1| sup 17 (@ Tl < +o0,

avec ¢ est la fonction définie dans la section

Définition 1.7. [25] Soit E; (R™) est I'espace de Besov ou I'espace de Lizorkin-Triebel. On dit que
Es (R") est un algebre si E5 - E> — Es . De plus, il existe une constante c > 0 telle que pour toute
[ et g appartenant a E;  ona

B <cllf]

b,q —

1f- gl

Es , |9||E;,q‘

Proposition 1.5. [25] Soient s € Ret 0 < p,q < oo. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes
(i) By ,(R") est un algebre.
0<p<oo, O<q§ooets>%,
(i1) < ou
0<p<oo, O<q§1€ts:%.

Proposition 1.6. [25] Soient s € R, 0 < p < ooet 0 < g < oo. Alors F; (R") est un algebre si et
seulement si

O<p<q§ooets>%,
ou

1.1
0<q§p<ooets>w.

Proposition 1.7. [38] Soit s € R, alors

S(R") = E; (R") = S'(R").
Ou E; (R") désigne I'espace de Besov ou l'espace de Lizorkin-Triebel.
Proposition 1.8. (i) Soient s € R, 1 <p < ocet1 < q < oo, alors

BS

p,min(p,q

)(Rn) — F;,q(Rn) — B;S),max(p,q) (Rn)7

(ii) Soient —oco <o <s<ooetl <p,r,t < oo, alors

By (R") — By, (R"),
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(iii) Soient s e R, 1 <r <t <ooetl <p < o0o,alors
B, (R") = B, ,(R"),
(iv) Soient 1 < pg <p§oo,1§q§ooets—%Zso—pﬁo,alors

By (R") — B (R"),

po,q

(v) Soient s > —%,1§q§ooet1§p<r<oo,alors

n
p

B (R") — L.(R"),

(vi) Soients>%—%,1§q§ooet1§p<ooous: —%etqgr,alors

%
B (R") — L,.(R").

Preuve. Voir [38, Coro 2, p. 36]. O

Définition 1.8. [3] Un espace de Banach de distributions (en abrégé : E.B.D.) dans D'(R"™), est un
sous-espace vectoriel E de D'(R™) muni d’une norme complete || - ||g, telle que 'injection canonique
E — D'(R™) soit continue.

Définition 1.9. [2]] Soit £ un E.B.D. On dit qu'une distribution g est une multiplicateur de E
(onnote g € M(E)), s’il existe ¢ > 0, tel que pour tout f € C*NE,onait gf € Eet ||gf|lg < c| fle-
On munit M(E) de la norme

l9lley = supfllgflle : f e CoNE, | fls <1}

Proposition 1.9.
(i) Soit s > 0, alors
B}, (R") = M(B;,(R")),
sis < 0,alors
By (R") = M(B; ,(R")),

(ii) Soitt > 0, alors

t+y n n
By (R") — M(Bg7q(R )).

Preuve. Voir [38,4.7.1, p. 229]. H
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Définition 1.10. [25] Soit v > 0. On note par LE((>7) (resp. (>9(LF)) l'espace des suites { fy} dans
S'(R™) telles que suppfy C {€ € R" : |€] < 42k} et

1
At oy = 1 2751 fl ), < oo,

k>0

1
eany = Q2 fillg)t < +o0).
k>0

(resp. [{fx}

1.3 Estimations élémentaires

Dans cette section, on va donner quelques estimations ( Young, Holder, Minkowski, Bernstein)

comme outils de la suite de notre travail.
Proposition 1.10. (Inégalité de Holder) Soient f € LP(R"), g € LY(R") avec

1<p,q<+ooet  + =1 Alors

frgeL'®R") et |If gl < [ flpllglle-

Proposition 1.11. (Inégalité de Minkowski) Pour tout 1 < p < q < +o0, et X un élément dans
(P(£7), alors on a
| X |eagery < | X ||er(eay-

Proposition 1.12. (Inégalité de Young) Soient p,q et r € [1,+00] tels que 1 4+ * = i + % Alors,
Vfe LP(R")etVg e LIYR")ona

frgeL'RY) et [|fxgllr <[fllpllgllq

Théoreme 1.1. [6](Riesz-Thorin) Soient (X, M, u) et (Y, M’,v) deux espaces mesurés.
Pos P1s Qo, (1 € [1,+00] avec py # p1, qo # q1. On suppose que T est un opérateur qui envoie de
LPo(X, p) dans L (Y, v) et de LP* (X, p) dans L9 (Y, v) tel que, pour toute fonction simple f on a

||Tf||q0 < CUHf”po et ||Tf||q1 < Cl”f”m'

Alors T envoie de LP = (L, LP")g dans L1 = (L%, L%y tels que

1_ 0, 1-9 _ 0, 1-0
s=—4+ = et =t (0<0<1). Deplus

1
p po p1 q

1T7lly < G 1 £ -

Proposition 1.13. (Inégalité de Bernstein) Soient 1 < p < q < oo et o € N”, il existe une constante
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¢ = c(a,p,q,n) > 0 telle que pour f € LP(R™) avec supp fc {£€eR": || < R},ona
1, < RG],

Preuve. Soit ¢ € S(R") telle que ¢(¢) = 1si [¢| < 1.
On pose ¢pr(§) = go(}%) telle que pr(§) = 1si |¢| < R, alorson a

-~ ~

FO =r(©)f(&), et f9=(Fop) ™ «f.

D’apres I'inégalité de Young, on obtient

1 1 1

9 < NF20r) N fllp, avee 14+ - = =4 =.

17 g < IIC 1A s o7
Comme pour tout x € R”, on a

(F'on) @ (@) = R*(F'¢) ) (Ra),
donc
IF or) @ = REIH|(F )@,

ie.,

al+n(i-1 - @
1/ g < R GD| £, avee e = [(F o).
L]

Proposition 1.14. Soient 0 < a < let 0 < g < oo. Pour toute suite réelle a terme positif {€;}
dans (9, les suites n, = a* Z?:o a e et v, = aFk ijk a’e; appartiennent a (9. De plus, il existe
c=c(a,q) > 0 tel que

17k lles + [[Velles < cll{€;}H]es-

Preuve. Pour 1 < g < oo, on peut écrire {7} sous la forme

= q ¢
Par 'inégalité de Holder, on trouve
k k ,
< (Y a ey,
=0 =0
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il vient que la somme de 5] pour k = 0,1,2, ... est majorée par (.., a')(3_ -, €}), ce qui donne

1
Ko} ler < 3—[1{€j}lea-

De méme pour {7}
Pour0<g<1,ona

k
=0

ce qui permet de majorer la somme de 5] pour k = 0,1,2, ... par (3_,5a) (3,50 €)),

ie.,
1

1—a?

e < (——) 5 {e; ] en-

De méme pour {~;}. Par les mémes raisonnements, on peut démontrer le cas ¢ = +oc. 0

1.4 Séries convergentes dans B, (R") et I (R")

Cette section est consacré a des estimations du type de Yamazaki [47].

Proposition 1.15. Soient s € Ret v > 1.

(i) Il existe c > 0, telle que

. 1 a
O 2 fll9)7 < e sup 1||9( Mool £l s,, &), (1.4)
o4
2

7>0 || <

pour toute fonction § € C*(R™) a support dans v+ < || < v et toute suite de distributions
(f;);en définie par f;(&) = 0(277€) f(€) avec f € S'(R™).

(ii) Il existe ¢ > 0, telle que

Q=

1Y~ fillss @ < O 2991 £119)7, (1.5)

J=0 Jj=0
pour toute suite de fonctions (f;);en telle que supp Ff; C {& : v 127 < |€] < ~27}, pour tout
jeN
(iii) Pour tout a > 1, il existe ¢ > 0, telle que

1" fill g ey < ell(S 259 15197, (1.6)

J=0 J=0

pour toute suite de fonctions (f;);en telle que supp Ff; C {€ : a™'27 < || < a27}, pour tout
jEN,
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Preuve. (i) Preuve de (1.4). On part de la série

k>0

nous obtenons

fi =) (@ F10(25) x Aty

k>0

avec supp 0(27%-) N supp f] # (0 pout tout |j — k| < N, ou N =2 + [2]].

Nous avons

n

(L4 [y2)"F0(y) = (2m) ™ / (T — A)0(x)dr,

alors par l'inégalité de Cauchy-Schwartz et 1’égalité de Bessel-Parseval on a

IF 0 < (= anFePanif () ma?

< ¢ sup 09, avecm = [=]
|a|<m 2

+ 1.

Par I'inégalité de Young on en déduit

Il < c®) > 1Al

j—N<k<j+N

+o0
< e(0) D [1Ak—n Iy
k=

On distingue alors trois cas :
Le casn®1: s > 0. La Proposition donne l'inégalité

SSERFIBERESO) SE NI HE

>0 k>0
e In~

< 27 ()| fll g, @)y (N =2+ [E])'

Le cas n° 2 : s < 0. De maniere analogue on a
270 fill, < e@27 Y 1Akfl
J—N<E<j+N
< ()2 NI T 22| ALS).
0<k<j+N
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La Proposition permet de conclure.
Le cas n° 3 : s = 0. En utilisant 1'inégalité de Holder, il vient

Gl <e@C X DYC Y IadIDE (V=24 [a)),

j—N<k<j+N j—N<k<j+N

Q

d’ot1 on en déduit

STUsIDs < coeN+D7S S Ay
7=>0 720 j—N<k<j+N
= ()N + 1) 7 (Y | Auf]9)
k>0

= a0 fllse,@m-

(ii) Preuve de (1.5). On pose
=Y FH ™)) * A,

k>0

ot supp P(27F) N supp ]?J # () pour tout |[j — k| < N,avec N =2+ [E—g], ce qui donne

Al < D0 2%l Akl

>0 —N<(<N

< c) Yo 2%l frrellp

—N<UKN

D’ou
Q_C¥IAQ_ D < e > (@5 fusell)De
k>0 >0 ~N<ISN k>0
< Q@ el
k>0
(iii) On utilisons la méme méthode comme (ii) pour prouver la relation (1.6). O

Proposition 1.16. Si s > 0, on peut remplacer les couronnes v~ 127 < || < ~27, par les boules
€| < ~27, dans la Proposition

Preuve. Voir [35]. ]
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Proposition 1.17. Soit a > . Alors il existe une constante ¢ > 0, telle que

- *,a 1
10 24 A7 F19)3 ], < el ey, -
k=0

pour toute f € F; (R").
Preuve. Voir [38, Prop. 2, p. 22]. O

Proposition 1.18. Soit s > 0, alors
M(F; (R™)) = M(F; F(R™)) — L.

Preuve. Si ¢ € M(F; (R")), par la propriété L* = (F; (R"), F*, (R"))1 5 (voir [38,2.5.2]) on a
¢ € M(L?) = L*°. Dans l'autre plongement, on suppose que ¢ € M(F; (R"). Par la propriété
Fy4"/(R") est un espace d’interpolation entre L? et Fs (R™) (voir [38, Prop. 2.5.1, p. 86]) suivant

la Proposition (iv) , on conclut que ¢ € M(Fjq " (R")), pour tout s > 0. O

Proposition 1.19. Soient s € Ret 1 < p,q < oo, a € N, alors I'opérateur de dérivation
0* envoie continument B, (R™) dans By, ‘a|(R")

Autrement dit, si f € Bp’q(R") alors 9°f € By, (R™).

En particulier, si f € By (R) alors f' € B; '(R).

Preuve. Ona [[A;(0°f)l, = [|0%(A; ) -
D’apres I'inégalité de Bernstein (pour p = ¢), on a
120 F)llp < 2|2, £,
d’ou
1275720 Dl lles < cll27*18;F e

ie.,
|0

‘04| R" — )

]

Proposition 1.20. Soient s € R, \ N, a € N* (|a| < [s]) et ¢ € M(F;,(R")). Alors 0%¢ est un
multiplicateur de F e Ry dans Fi ¥ (R™). Autrement dit

1(0%¢)

=) (rm) < cl[é]lar F FeglelHlel gny)

pour tout f € D(R").

Preuve. Voir [38]. ]
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1.5 Les espaces de type de Besov 5,7 (R")

Dans cette section, on va étudier des espaces, nommés de type de Besov B;7(R"), ott 5,7 € R
etp,q €0, +o0.

1.5.1 Cubes dyadiques

Pour définir les espaces de type de Besov, on a besoin de définir les cubes dyadiques.

Définition 1.11. [40] Pour certains k = (ky, ka, ..., k) € Z" et certains j € Z, le cube dyadique de
longueur du coté 277 est le sous-ensemble de R™ défini par

P ={t €R": 277k <a; <279 (k; +1),i=1,...,n}.

e La collection de tous les cubes dyadiques sera désignée par
Q={Pjr:jE€Z, keclZ"}.
e Pour un cube dyadique donné P, le nombre /(P) est sa longueur de coté, et on pose
jp = —log, ((P), P eQ.
Proposition 1.21. Pour tout j € Z, on a R™ = Ugezn P .

Preuve. Pour toutx € R"etj € Z,ona
279z <y <279 ([w] + 1), i =1,...,n. (1.7)

our 1Xe, |T;| est le seul entier veriiian ./)), autrement dit chaque point x est contenu
Pour j fixé, [z;] est1 1 entier vérifiant (1.7), aut t dit chaque point R™ est cont

dans un et un seul cube dyadique de longueur de coté 277. O

1.5.2 La définition de B, (R") et I,/ (R") et quelques propriétés élémen-
taires

Définition 1.12. [40] Soient 0 < p,q < oo et s,7 € R. L'espace de type de Besov B;7(R") est
I'ensemble de toute f € S'(R™) telle que

o

1 si a1
g = s (> ([ @A f@)Paalh)i < oo

Pe . .
Q j=max(jp,0)

/]
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Définition 1.13. [40] Soient 0 < p < 00,0 < g < ocoet s, 7 € R. L'espace de type de Lizorkin-Triebel
Em(IR™) est I'ensemble de toute f € S'(R") telle que

o0

1 ; p o1
ey = (13 2MIAf@) i)} < oo
P

P T
ree P j=max(jp,0)

/]

Remarque 1.3. Les espaces B, 7 (R") et ;7 (R™) sont des espaces quasi-Banach pour
0 < p,q < 1 et de Banach pour min(p, q) > 1.

Proposition 1.22. Soient 0 < p,q < ooets,7 € R (0 < p < oo pour le cas de 'espace de type de
Lizorkin-Triebel ).

(i) Dansle cas T < 0, en considérant | P| — oo, nous obtenons évidemment E>7 = {0},
E € {B, F}.

(ii) Pourt =0ona E3) = Es | E € {B, F}.

p,q’

(iii) Nous avons toujours By 7 (R") = F37(R"),0 <p < oo, 0 <g< oo, ets, 7 € R.

(iv) Si(t > Jet0<q<oo)ou(r=_etq=occ),alorsona

s+nT—2

Byi(R") = Boo,o " (R"),

stnT—2

0ll Boo,oo " (R™) est I'espace de Holder.
Preuve. Voir [49], [48]. O

Proposition 1.23. Soient s € R, 7 € [0, +oo[et 0 < p,q < co0. Alorson a
S(R") < B:T(R") < S'(R™).
Preuve. Voir [49]. O

Maintenant, on rappelle la définition de I'espace de type de Lebesgue L7 (R").

Définition 1.14. [40] Soient 0 < p < coet 0 < 7 < oco. L'espace L;(R") est lensemble de toutes les
fonctions f € L*(R") telle que

1 1
Il = s ol [ |f@)Pd) < o
s

PeQ:4(P)>1

Remarque 1.4. (i) L) =L,
(it) Sito < 7, alorsona LY — L}

(iii) L7 < S'(R"),p > 1.
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1.6 Plongements

Dans cette section, on va étudier quelques plongements concernant 1’espace de type de Besov
ByT(R"),ous, 7 € Ret0 < p,q < oo.
Proposition 1.24. Soient s, 7 € Ret 0 < p,q < oo, alorson a
(i) By (R") — Bo7 (R"), avec 1 < go.
(ii) B;t<7(R™) < Byr(R™), avec € > 0.
(iii) B inpg(R") = Fpf(R") = B o (RT).

Preuve. (i) Onaq < g = (1" — (2
ie.,
Fe>0: @274 flleeey)illee < el @A fllirey)illen

alors, on a
C > @A )™= <c > 1A fllee) ™),
j:ma‘x(ijo) j:ma‘x(ijo)

en multipliant les deux membres par ﬁ, et en passant a la borne supérieure on obtient

1By, < cllfi

P,q2

s8,T
BPv‘Zl

ie.,
By (R") = By, (R")
(ii)) OnaVe > 0;
1 - sj 9\ g
IFlszz = suppr( D @YIAllne)?)e
peQ j=max(jp,0)
1 . s+e€)j :
< s D A o))
pPeQ j=max(jp,0)
< S lagge

ie.,
s+e,7 n S, T n
Bste™(R™) < BiT(R™).

(iii) I1 suffit d’appliquer 1'inégalité suivante

O IAI < IO 16 < O I,
j=0 Jj=0 J=0
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avec u = min(p,q) et v = max(p, q), et valable pour toutes les suites (f;); de fonctions

mesurables.

Proposition 1.25. Soient s € R, 7 € [0, +oo] et 0 < p,q < 0.

(i) Si0 < p < py < o0, alors

P S

Bp,q ™ "(R™) — BT (R").

P1,9

(i) SiT € [0,5], alors
B, (R") < BST(RY).

lTp

Preuve. (i) Ona

1 > i 1
sz, = ’P’T( > YA fllepy)Y)e

j=max(jp,0)

Dapres I'inégalité de Holder, on a

1 1
1A fllze ey < [Pl 22 ||A; f | 1e2(py

alors, on a
11 > o 1
1fllssr, < sup 1o |P\T |PJ 7 ( > @Al p)Y)
€Q j=max(jp,0)
1 > o 1
< s (3 (@A )
PEQ P 7 o1 a(ip0)
S Hf‘ s T+p12 75 Y
P2 q
ie.,
S,T r+i_L
sz q P2 P1 (Rn) T B;qu(Rn).
(ii) Nous avons By (R") = By, (]R”) alors
pOllI‘T—i-p%—p—l—O:>pg
s,TJrifi
Bpg,q P2 Pl (Rn> B;Q q(Rn>
i.e.,

B, (R") = BiT(R™).

lTp

]
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Proposition 1.26. Soient 7 > 0, 0 < ¢ < 00, et —00 < §1 < 59 < 00, 0 < py < p; < 0. Alors

BoT(R") < BET(RY) si sp— — = 5, — —.

Ppo,q P1,9
Po D1

Preuve. Voir [49]. H

1.7 Exemples des fonctions dans I’espace de Besov

Dans cette section, on va donner des exemples des fonctions dans 1’espace de Besov.

Exemple 1.1. Soit f = § € S'(R™) (la masse de Dirac ), on a

Aif(x) = 2 [ Flo@(z—y)f(y)dy

o
= < LPF @) >,

donc, on a

Aib(z) = <§2F to(2(z—")) >
= 2F p(2r),

alors
A6, = 279075).

Ce qui implique que
2|8y = 2,

pour1l < q<oo,ona
Q275017 = (Y25,
j=0 j=0
Alors la série (3~ 2j("_%+5)q)% converge si
en— 2 +s <0implique s <% —mn,alors§ € B] (R").
on— 2+ s=0implique s = 3 — n, alors

2°7|A;8|l, = ¢ pour jEN
:>SU£(25j||Aj5||p) = c

JE

= |9

B} o (R7)-
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Donc
de B (R") si s<

b€ By (R") si s=

Exemple 1.2. f(z) = vp(2) (la valeur principal de 1).
Ona

-~

f(§) = —imsgng

et
suppgj\f C{EeR: | <P

D’apres l'inégalité de Bernstein, on obtient
(11
185 fllp < er2”Z7 )2 fll, (> 2).
D’autre part, on a

|Sj\f||2, (Plancherel)

18 flle = (2m)72]
“2 o277 fll2

— (2n)

N|=

[N

= 6227

car ¢ € D(R).
Alors I'équation (1.8) devient
185 £l < @47, e=ce

d’ont
29| A £, < 27,

(1.8)

Lasérie )., 24 1 < g < +o0 converge si s < —=, ce qui donne f(x) = vp(L) € Bs (R) dans

p/ v
les deux cas suivants

s=—L 2<p< +o0, g=+00.

3

s <=3 2<p<+o0, 1< g < oo,
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CHAPITRE 2

GENERALISATION DE LA PROPRIETE DE
LOCALISATION DES ESPACES DE BESOV

a notion de la propriété de localisation des espaces de Besov, est introduite par G.

Bourdaud [10], ott il a démontré que les espaces de Besov B; (R"), avec s € R et

p,q € [1,+00] tels que p # ¢, ne sont pas localisables en norme (7. Plus précisément,
il a démontré que les espaces de Besov B, , sont s’injectes dans les espaces de Besov localisés
(B; e (e, By < (B )w, pour p > q). Aussi, il a démontré que les espaces de Besov loca-
lisés (B, ) sont s’injectes dans les espaces de Besov B,  (i.e., (B, )» — B, pour p < q).
En particulier, J. Peetre [36, p. 149-150] a démontré que I'espace de Besov B, , est localisable
en norme /*, o1 /¥ est 1’espace des suites (ay) telles que ||(ax)||» < co. Dans ce chapitre, nous
donnons une généralisation du théoreme de Bourdaud de la propriété de localisation des es-
paces de Besov B, (R") sur l'espace (", ou r € [l,+o0]. Plus précisément, on démontre que
I'espace de Besov B , est s’injecte dans I'espace de Besov localisé (B; )¢ (ie., By, < (B )er,
pour r > max(p, ¢)). Aussi, on démontre que I’espace de Besov localisé (B, ). est s'injecte dans
'espace de Besov B, (ie., (B, ) — B,
I'espace de Lizorkin-Triebel F; (R"), ot s € R, p € [1,+o0[ et ¢ € [1,+0oc], est localisable en

pour r < min(p, ¢)). Finalement, on démontre que

norme (* (i.e., F; = (F} )w).

2.1 Geénéralités sur les espaces invariants par translations

Définition 2.1. [10] Soit E un espace de Banach de distributions (E.B.D.).
On dit que E est isométriquement invariant par translation si, pour tout a € R"™, 'opérateur de transla-
tion

Taf(x) = f(:B - CL),

est une isométrie de E sur lui-méme.

Pourv € Net f € D, on pose

PO= Y [ 1)

laf<v

29
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La topologie de 1’espace de Fréchet D(K), out K est un compact de R", peut étre définie a I’aide
de la famille de normes (P,) en-

Proposition 2.1. Si E est un E.B.D. isométriquement invariant par translation, il existe C' > 0 et
v € N tels que, pour tout u € E et tout f € D, on ait

| <u, f>[ < CllullePy(f).

En particulier, E est nécessairement un espace de distributions tempérées.

Preuve. Soit p une fonction vérifiant

ng(m—k)zl, Ve € R"

kez™

et K le support de ¢.
Par hypothese sur E, la forme bilinéaire < u, f > est séparément continue-donc continue- sur
E x D(K), il existe donc C et v tels que

| <u, f>|<ClulgP,(f) (VueE, VfeDK)). 2.1)

L'invariance de E par translation entraine aussitot qu’on a encore (2.1)).
Pour toute f portée par un translaté de K, pour n'importe quelle f € D, on peut donc écrire

| < uaf >’| = jg: |<:u77k@'.f:>

keznr

Cllule 3 Pulrip - /)

kezn

< CullePu(f).

IN

La derniere inégalité s’obtient en observant que, pour tout o € N”,

sup Z | (z — k)| < +o0.
CER™ pegn

]

Proposition 2.2. Si E est un D(R")-module isométriquement invariant par translation, il existe C' > 0
et v € N tels que, pour tous v € E et f € D, on ait

I fulle < Cllulle (1),

en particulier, E est aussi un S(R™)-module.
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Preuve. 11 suffit de reprendre celle de la Proposition en faisant jouer a l'application bili-
néaire (u, f) — fu le méme role que la forme bilinéaire < u, f > . O

Si E est un S(R™)-module, toute f € S admet une norme comme multiplicateur de E

1f sy = sup{|| fullg = [Julle < 1}

Sous les hypotheses de la Proposition2.2} on a

[ fllaey < CPR(f),
d’ot1 'on tire aussitot

Proposition 2.3. Soient f € S et g € D, sous les hypotheses de la proposition, la fonction x +—

729 - fllam () est a décroissance rapide quand |x| — +oc.

2.2 Localisation des espaces de distributions

Dans cette section, ’espace de Banach de distributions E sera un D(R")-module isométrique-

ment invariant par translation.

Définition 2.2. [10] Un réseau R de R™ est I'ensemble des kyvy + ... + kv, ott k = (ky, ..., k) € Z"

et (vy, ..., vy,) est une base donnée de R". Une fonction g € D est dite adaptée au réseau R sil'on a

Zg(w—r) =1, VzeR"
reR

Proposition 2.4. [10] Soit p € [1,+00|. Pour une distribution u les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) 1l existe un réseau R et une fonction gy adaptée a Ry tels que
(17rg0-ul| £)rer, € .
(i1) Pour tout réseau R et toute g € S, on a
(I7rg-ull)rer € €.

Preuve. L'implication (i) = (i7) repose sur le lemme suivant :
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Lemme 2.1. Soit (u,),er, une famille d’éléments de E, portés respectivement par les boules |x —1r| < p,

oit o est un nombre positif donné. Alors u = ) u, vérifie l'estimation

[(I7sg-ullp)serller < Cll(lurllp)rer ller,

ot C ne dépend que de o et de g.

Le lemme admis, il suffit d’écrire

U = E Trgdo-U ,

reERo

pour obtenir la Proposition [2.4]
Preuve du Lemme Soit X € D telle que x(z) = 1 pour |z| < g, alors u, = 7,x.u,, de sorte que

Insg-ulle < > Img - mexlbue lurlle

reRo
= Z Hg : TT—SXHM(E) ||u7"||E7
reRo
et I’estimation ¢” s’obtient en combinant I'inégalité de Young et la Proposition O

2.3 Localisation des espaces de Besov

Dans cette section, nous donnons une généralisation du théoreme de Bourdaud de la propriété
de localisation des espaces de Besov sur l'espace ", o1 r € [1,+00]. On démontre aussi que

I’espace de Lizorkin-Triebel est localisable en norme /7.

Soit F un espace de Banach de distributions. Nous ferons sur l'espace E les hypothéses sui-

vantes :

(1) Invariance par translation; si on note 7, I'opérateur donnée par 7, f(t) = f(z — t), alors 7,

est une isométrie de F.
(2) Invariance par localisation ; pour tout f € E et tout ¢ € D(R"), ona ¢f € E.

Fixons ¢ € D(R™) et considérons les localisées f, = 7,¢ - f, il résulte immédiatement des
hypotheses 1 et 2 que la famille ( f,),crn est bornée dans E.

I se pose alors le probleme inverse ; reconstituer la norme de f a partir des normes des f,.

On considere pour cela la classe A des fonctions ¢ € D(R"™) vérifiant

ng(x—k;)zl, Vo e R".

kezZm
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Définition 2.3. [10] Soit E un espace de Banach de distributions, on dit que l'espace E est localisable

en norme (P (1 < p < o0), s’il existe ¢ € A et une constante ¢ > 1 telle que

fle < X lme-Fll)7 < el flle.

kezm

ie, B = (E)w, désignons par (E) e I'espace des distributions w telles que

[ullz) = I l7esp-ull ) rezn ller < o0 (2.2)

Dans le cas oi1 p = +o00, l'expression (2.2) s’écrit sous la forme

[ull () = sup [[Thp-ullm < o0
kezn

(E)e est un espace de Banach de distributions, qui d’apres la Proposition 2.4, ne dépend ni du
choix du réseau particulier Z", ni de la fonction ¢ adaptée au réseau.

On peut remplacer au besoin ¢ par une fonction § € S, convenablement choisie.

Proposition 2.5. [10] Soit S est I'espace de Schwartz, si la fonction § € S ne s’annule pas sur le
support de ¢, alors on a

lell@y ~ (1768 ull 2)kezn ler

Preuve. La minoration de ||u||(g),, résulte de la Proposition 2.4 ((i) = (ii)).
Dans l'autre sens, on observe que ¢ = g6, ot g € D.

D’ou

Impulle < |lmeg-mb.ull e

A

gllarez) |76 ul

Proposition 2.6. [10] Soit N un entier naturel supérieur a s, et X\, ju € S, telles que
(i) u(€) # 0, pour ¢ < 3,
(i) M) # 0, pour 1 < €| < 3 et A@(0) = 0 pour |a| < N.

En désignant par L;(j > 1) les opérateurs de symboles respectifs N(277€) et par Lo l'opérateur de
symbole 1(&), alors on a

[ul| s, ~ (27| Lyullp)jenle-

Preuve. Voir [10] . ]
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Théoréme 2.1. [10] Soit 1 < p < co. Alors 'espace L? est localisable en norme (*.

Preuve. 1l s’agit de montrer que l'opérateur 7, : f — (74 - f)rezn est un isomorphisme de
LP(R™) sur un sous-espace fermé de LP(R" x Z").
On introduit pour cela I'opérateur

w((fr)kezn) Z T+ fr,

kezn

qui pour un choix convenable de ¢ € D(R"), sera un inverse a droite de 7.

Puisque ¢ est a support compact, il existe ¢ = ¢(¢) > 0 tel que pour tout z € R*, ona

S gl — k)l <.

keZnr

1T gy = 3 / rep(@)|f (@)]de

kezZm™

< | flh-

D’autre part, on a

|Ts||Loe@nxzny = sup |o(z —k)f()]
k€Zn zcRn

1@ lloo |l floo-

IN

D’apres le théoréeme de Riesz-Thorin, alors on a l'opérateur 7, est continu de L?(R") dans
LP(R" x Z").
i.e.,

O Nimwg - £l < el f1ly- (2.3)

kezm

La continuité de S, de LP(R™ x Z") dans LP(R"™) s’obtient de la méme maniere, on a

1Sy ((fedrez)lln < ) Imtp - el

keZn

< Wl > elh

kezn
= [ellcoll (fi)kezn | L1 @ xzm-
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D’autre part, on a

IS ezl < (sup Ifell) 51D (3 1w = B)]).

kezn

Ou ¢ et ¢ sont des fonctions a support compact quelconques.
Maintenant, on suppose que ¢ € A et on choisit ¢ de fagcon que ¢ = 1 sur le support de ¢, alors
on a

fo= ZTkSO'f

keZm

= Y memp- f

kezZm

= Sy((Tkp - rezr),

et la continuité de S, de L?(R" x Z") dans L?(R") donne
11l < e(_ llme - FI)P- (2.4)
kezn
De les deux inégalités (2.3) et (2.4), on obtient que I'espace L? est localisable en norme ¢*. [

Théoreme 2.2. [10] Soient p,q € [1,+¢], s € R.Ona

(i) By, = (B, )ew, pourp > q,
(i) (Bpg)e = B, ,, pour p < q.

En particulier, B, , est localisable en norme ("

Preuve. Voir [10] . O

Il reste a prouver que les inclusions sont strictes, ce qui sera fait dans les deux sous-sections

suivants.

2.3.1 Contre-exemple :le casp > ¢

Lemme 2.2. Soient «, 5 deux réels positifs tels que o < B < 2, il existe une constante ¢ > 0 telle que,

pour toute famille (u;) ;o de fonctions de LP, a spectres respectifs dans les couronnes a2’ < |¢| < 527,

. . 1 : 1
2l < 1Y il < (30 29y 10

j=0 j=0 j=0

on ait

Preuve. L'inégalité de droite est une estimation classique dans les espaces de Besov, voir par
exemple [7, chap. 6]. Soit v € D(R™) une fonction égale a 1 sur a < [¢| < f3, portée par
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a<[¢] <b,ou

§<a<a<ﬁ<b<2a,
et V; les opérateurs de symboles respectifs v(277¢). On a V;(uy) = 0 pour k # j et V;(u;) = u;,
d’otu
; 1 si 1
Qo2 lulle = Qo2 V; (Y w)llf)s
j=0 J=0 k>0
f; CH 2{:7$k|Bgﬂ'
k>0
(La derniere inégalité est encore une estimation classique [7]). O

Preuve. On suppose donc p > ¢ et1’on fait choix d'une famille de nombres positifs (v;x);>0,kezn

telle que
(- vi)0)r < +oo, (2.5)
kezm j>0
O w8y = +oo. (2.6)
7>0 keZn

(Par exemple : v; ), = |k\_%_%(ln \k\)é pour j < |k|, v;x = 0 sinon).

Soit h € S une fonction positive a spectre dans la boule |¢]| < 1 et

fr(x) = (Z 2_]15113-7;C exp(i2/7xy))h(z),

Jj=0

f@) =" fule = k)h(z — k),

kezn

Nous allons prouver :

(7 Al )7 < +oo, 2.7)

kezm
féB, (2.8)

La fonction exp(i2/mz;)h & son spectre dans la couronne 3.27 < |¢| < 4.27, il résulte donc du

Lemme[2.2]
1 p.1
B; )" S C(Z(Z Vik) )7

et (2.7) est la conséquence de (2.5).
Ona
f(z) = Z 2775 exp(i2/ 7y ) hy (),

320
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ol hj(z) = 34 czm Vikh* (@ — k), une nouvelle application du Lemme 2.2| conduit a
1
171 B, 2 C(ijo th||§)q, avec

Ity = [ (3 vak?a = byda

" kezn

> / > b B (x — k)dx
R™

kezn

= P71 o),

keZn

de sorte que (2.8) est la conséquence de (2
En reprenant la preuve de la Proposmon on déduit facilement de (2.7) que f € (B, ,)e.

Finalement, nous venons de prouver que 'inclusion By , C (B; ) est stricte. O

2.3.2 Contre-exemple :le cas p < ¢

Preuve. Nous reprenons intégralement les notations du sous-section en inversant les hy-
potheses sur (v; ) :

(3" vh)5)s < oo, (2.9)
SO = +oo. (2.10)

kezZn >0

1
e(3 150 lIhsl12) <, avec

hill, = 1Y wiem(B)]l,

keZn

C(Z fk)%

kezm

IN

d'ou feB
Nous allons prouver :

> lmih - f]

kezm

%i,q = 400, (2.11)

il en résultera d’apres la Proposition2.4lque f ¢ (B; ).
Le Lemme 2.2/ fournit la minoration

> () ||y - Thl|2)7.

Jj=0
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Or
I - byl = / (3 vy b — Dh(x — k))Pda
R™ 1ezn
> / > ol (= WP (x — k)dz
"lezn
> vﬁk/ R* (z)dx,
ainsi (2.11)) est la conséquence de (2.10). O

Dans le théoréme suivant, on donne une généralisation du théoréeme de Bourdaud concernant

la propriété de localisations des espaces de Besov sur les espaces (", en utilisant la Proposition
et la Proposition

Théoréme 2.3. [26] Soient p,q,r € [1,+00], s € R. By et (B; )¢ sont respectivement les espaces de

Besov et les espaces de Besov localisés. Alors
(i) By, = (By)er, pour r > max(p, q),
(ii) (B;,)e — B, ,, pour r < min(p, q).

En particulier, B, , est localisable en norme ¢P.

Preuve. (i) On montre que

ullBs e < pour ¢ > 0.

Nous avons d’apres Proposition[I.15]

: 1
By, < D 29|70.85ul8)7.

J=0 j=0

D’ot, ||73.0.u

B, < (3720 2% m0.A ul|2) <. Donc on a

(O lImbeullp, ) < e(D O 27|mb.Azul|f) 7).

kezn kezZ™ j3=0
ie.,
r 1 sJ
(D Mmbeull, )7 < e(l27]|m0.A5ullp)kezn o)) (2.12)
keZm

Puisque, r > max(p, ¢), implique que g < r. Alors d’apres 'inégalité de Minkowski on a

12 ll70-Agullpneznllereny < 1271170 Ajullp) ez leo e

©2021, N. FERAHTIA  Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.



2.3. LOCALISATION DES ESPACES DE BESOV 39

Donc, nous pouvons voir que I'inégalité (2.12) devient comme suit

(3 Imbaallyy, ) < el 2711m8.Aull,rezn |-

kezn
ie.,
T 1 sj 2y
(3 Imbaly, ) < (30293 Ilm.Agull)?)%.
kezr §=0 keZn
Dongc,
; 1
(7 Imbully, )r < e 29| Ajullorany) ). (2.13)
kezn §=0

Nous avons aussi, 7 > max(p, ¢) implique que p < ri.e., ¥ — (", alors on a (?(LP) — {"(LP)
ie.,

[(720.Aju)kezn ||er 1oy < cl|(Th0-Aju)rezn || v (Lr)-

Donc, nous pouvons voir que I'inégalité (2.13) devient comme suit

O~ Imsull, )7 < > 299 A ull v 1)) o

kezn j=0

Puisque L” est localisable en norme ¢?, alors on a ||740.Au||ew(rry « [|Ajul],. Dong,

oo
1 ; 1
(2 Imbully, )7 < e(d_ 271 Azullp):
kezZm =0
< cf|ullg,
D'oty, BS,, < (BS,)er
(i) On montre que
|ulls, < ecllullss,)e pour c>0.

Soit u € §’'(R™). Nous avons

L@l = 1LY o)l

kezr

= > Litneo)lly

keZm

< o L) |2)5.

kezZm

Puisque, » < min(p, ¢), alorsona (" — (" i.e.,
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IAIL; (T w) | kezn ller < (1L (Trsp-w) ) weznler-

Donc, nous avons

L@l < of 3 1L mpw)n)?

kezn
< Y ILi(mpw)ly)
keZn
Cela implique que
0 ' . e’} y g
Q29 Lulp)e < ey 2990 Y ) I1Li(mp-u)l;)7)e.
=0 =0 kezn
ie.,
N 8J4 Y 8]
Q27 Lullp)7 < e(l27NIL; (rep-w)llp vz esgeny). (2.14)
=0

Puisque, » < min(p, ¢), implique que r < ¢, Alors d’apres I'inégalité de Minkowski on a

12N1L; (i 1) o) wezn lesery < N2 N1L (1) ) ke ler e

Dongc, nous pouvons voir que I'inégalité (2.14) devient comme suit

[e. 9]

. 1 oi
D29 Lyullg)s < (12711 (Tasp-)llpDweznleren)-
j=0
ie.,
> 57 1 > P N
O 29| Lyullg)r < (D O 27 Ly(rpw)[|) 1)
j=0 kez j=0
. 1
< o3 Il )?
kezn
< cllull sy -
D'ow, (B )er = B, O

Remarque 2.1. La généralisation du théoreme de Bourdaud donnée par Sickel et Smirnov en 1999 [39]
en utilisant la méthode des ondelettes, le but de ce travail est de généraliser le méme théoréme de la
propriété de localisation en utilisant une méthode différente.
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Théoréme 2.4. [26] Soient s € R, p € [1,+o0[ et q € [1,+00]. F et (F; )w sont respectivement les
espaces de Lizorkin-Triebel et les espaces de Lizorkin-Triebel localisés. Alors l'espace F);  est localisable
en norme (P, i.e., F = (F} )o.

Preuve. (i) (F: ) — F3,

On montre que

Iflleg, < ellfllegew  pour c>0.
De la Définition 1fllEs, = 1032520 2qu|Ajf]‘1)§ lp- On pose A f = >, /n T A f, cela im-
plique que
00 . B
g, = 1D 27 mee i f 1))
j=0 kezn
i.e.,
1flzs, = 11127 (k0 fkezn leaenylp-

Puisque, 1 < q. Alors d’apres l'inégalité de Minkowski on a

£ 1|z, 112 (1o A ke leageny 1

< 127 (T frezn Nl ey llp-

ie.,
o0 . f
1flles, < el DO 2% e, f19)a]l,
kezZm™ j=0
> . 1 1
< DN 27 mep £l |1B)e.
kezZr  j=0
Dong,

1
1lleg, < el -l )7
kezn
Dou, (Fy ) — FJ .
(i) Fy, = (Fy )
Maintenant, on montre que

1f s e < cllfllFs, pour c>0.
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Soient s € R, p € [1,4o00[ et ¢ € [1,+00]. Alors on a

1 > 1
- e fll e = (3 e > A fll )7
kezn kezn 7=0
> 1
= (ZHZA]'JCTMDHP;H)”-
kezr  j=0

De la Proposition on obtient

(3N 259 frip|ya |2 v

P 1
(D llmp-fli )P <
keZn keZr  j=0
i 101
< oY Imp(Q 29 f19) 7).
kezm j=0
Puisque L? est localisable en norme ¢7, alors on a
1 > si 1
(S e fl )b < el 2990A,419
kezn 7=0
< | fllgg,
D'ow, F2, < (F3 ). O

24 Le probleme des multiplicateurs

Soit E un espace de Banach de distributions, £ aussi est un D(R")-module isométriquement
invariant par translations. On supposera de plus que E contient D comme sous-espace dense.
L'espace des multiplicateurs de E (noté M (E)) est 'ensemble des distributions m pour les-
quelles il existe ¢ > 0 tel que

Imflle <clfle (VfeD).

M(E) estun E.B.D. pour la norme

Iz = sup{llm/flle - f €D, | flle <1}

Siona E C M(FE),la multiplication, définie initialement sur D x E, se prolonge par continuité
a I x E et E devient une algebre de distributions.

Proposition 2.7. Si E est localisable en norme (? alors M (E) est localisable en norme (>, si on a de
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plus E C M(E) alors M (E) coincide avec (E) .

Preuve. Nous avons

|- m|| ey < lImeellellm|| e

< llellmmlmlmeE), Yk e Z.

Alors

;ﬁﬂmwﬂMMw>§HWMmNWMMww

d’ot, M(E) C (M(E))e.
Inversement, soit ¢ € D telle que ¢)(x) = 1 sur le support de p, ona V¢ € D

Imolls < (> llmpmoly)?, car E = (E)p

kezn

< (3 Imlev)msly)
kezn

< (3 Imomllly gy lIntslls)7 | Vk € 2.
kezn

Alors
[mélle < cllollz(sup [|meemllas))-
kezZn
Donc on a ”@ﬁ‘]‘f < csupgezn || Tem|| M), cela donne
Imélls _
sup < csup || mem| s
s20 ||9llE keZn

Dot (M (E))g= C M(E). On suppose maintenant que £ C M (E) et on démontre que
M(E) = (E)e.

Soit m € E, d’ott |m||a k) < c||m||g, donc

| Teo-m| vy < cllmepm||e, Yk € Z".

sup [|7ep.m|[a(e) < ¢ sup [|pml| s,
kezn kezn
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Inversement, sim € M(FE) ona
Il ()0 = sup [T 2,
kezn
doncon a

sup [|mepmlle < e sup [Impllslimlae
kezn kezn

A\

< clmlimm,

ie., M(E) C (F)s~. Etnous avons M (E) = (M(FE))s~, alors on a
(M(E))ee C (E)e.

0
Proposition 2.8. Pour 1 < q < p < +ocet s >0, M(B, ) est strictement inclus dans (M (B, )) .

Preuve. Voir [10]. H
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CHAPITRE 3

FONCTIONS QUI OPERENT SUR CERTAINS
ESPACES FONCTIONNELS

a composition sur certains espaces fonctionnels est un probléeme qui intéresse par les

mathématiciens depuis les années 1960. Ou S. Igari [30] en 1965, a étudié les fonctions

qui opeérent sur I'espace de Sobolev H*(R) pour 0 < s < 1, ottil a trouvé que ce sont
les fonctions localement lipschitziennes et s’annulant a 'origine, si H*(R) s’injecte dans L>(R),
les fonctions globalement lipschitziennes et s’annulant a 1’origine, si H°(R) ne s’injecte pas dans
L>(R). Dans ce chapitre, on va étudier les fonctions qui operent par composition a gauche sur
certains espaces fonctionnels £ (R") et £ (R",R™)avecs > 0,m,n € N*etp,q € [1,+oc]. Ol
Es (R™) désigne les espaces de Besov ou les espaces de Lizorkin-Triebel, et £ (R",R™) désigne
les espaces de Besov ou les espaces de Lizorkin-Triebel a valeurs vectorielles. La condition
nécessaire a été étudié par G. Bourdaud et D. Kateb [20], [13] et [14], en 2009 S.E. Allaoui [1]
a étudié la cas vectoriel. Pour la condition suffisante W. Sickel, G. Bourdaud et M. Moussai
[23] avec une série des articles ont étudié la condition suffisante, nous sommes généraliser ce

résultat dans le cas vectoriel, et avec une large classe des parametres.

3.1 Interpolation

L’interpolation est un outil trés important pour 'étude de la continuité d"un opérateur linéaire.
Nous rappelons les résultats connus sur l'interpolation des espaces de Besov d’apres les livres
de Berg [6], Peetre [36] et Triebel [42,43].

Définition 3.1. [36] Soient Ay, A; deux espaces de Banach, 0 < § < 1. On dit que
a € Apg) = (Ao, A1)y si et seulement si, il existe f = f(z), z € C, tel que

(i) f(z) est analytique sur la bonde {z € C : 0 < Re(z) < 1} et a valeur dans Ay + A;, continue et
bornée sur la bonde {z € C : 0 < Re(z) < 1},

(i) f(j +it) (oit j = 0,1) continue sur A; tel que tend vers 0 si |t| — oo,

(iii) a = f(6).

45
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On munit Ay par la norme

lallag = il}fmaX(Hf(iy)HAm 1F (L +iy)]la,)-

Remarque 3.1. L'espace A est appelé un espace d’interpolation de I'exposent 0.
Proposition 3.1. Ay est un espace de Banach.

Proposition 3.2. Soient A;, B; (j = 0, 1) quatre espaces de Banach, et T un opérateur envoie de A,
dans By et de A, dans B,. Alors T envoie de Ay dans By et

1T a5 < NT 1 s 1T, 5,
o

17|48, = sup (T (f)ls;-

17114, =1

3.1.1 Quelques inégalités d’interpolation

On va donner maintenant quelques inégalités d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg dans
I'espce de Besowv.

Proposition 3.3. Soient s € R, 1 < p < 00,0 < 0 < 1, alors
LN L>® — [P,

aovec

11l < NI 1F 1ps-

Preuve. Soit f € L% N L>, alors on a

( 5 |f(x)|pdx>’1’ _ ( [ @i f(x)le”d:c);

( o <””>”’dw); - ( L !f(sv)rp“”\f(x)\@pdx)’l’ .

Puisque f € L*°, donc on a

(] |f<x>rpd:c)’l’ <t ( u(x)ywdx):e |

11l < LA 11 10 (3.1)

ie.,

par conséquent
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Théoreme 3.1. Soient s e R,1 < p,q < ocet0 <6< 1,alors

Bl, (R") N L*(R") < B; (R"),
aovec
s n < 1-6 0 s
1 130 < ellfllo™ A5 o

p0,q0

Preuve. Soit f € Bfe,qe(Rn) N L>*(R™), alors on a

q

/]

By, (Rn) = (Z stq”Aijg)
=0
D’apres la Proposition[3.3, on a

125 £l < 125 £11557 145 £ 1ps:

par I'hypothese |A; f|lo < ¢| f|w, On obtient

1A f 1l < ell A1 N2 llpe-

En remplacement ||A; f||, par c[| f[| 35 °[|A; f]|5, dans 1'équation (B.2), alors

1
q
y B ,
/115, () < (E 2| f1 &t ”H%fl!f;o) :

320

ie.,

1

1 1
q q
s _ 0 — 1S 0
(Z SalFS “HAijge) < ellfII’ (Z 218y f HZe)
J>0 720

[

<l f1" (Z (2j3||Aijpe)q9> :

Jj=>0

ie., |[flls;,@m < el FISCIFIC 5
By, 0q(R™)

Proposition 3.4. Pour s c R,1 <p,g<ocet0 <O <1, 0na

B

p0,q0

(R") N By oo(R") = By (R"),

(3.2)

(3.3)
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avec
1-6 0
. < LTI My
Preuve. La méme démonstration que celle du Théoreme O

3.2 Les fonctions a p-variations bornées

Dans cette section, nous rappelons quelques Définitions et propriétés concernant les fonctions

a p-variations bornées.

Définition 3.2. [46] Soit p € [1, +oo|, alors une fonction f : I — R est dite a p—variation bornée, s'il
existe ¢ > 0 telle que

WE

|f(tr) — ft1) P < &,

k=1
pour toutes les suites réelles finies ty < t; < --- < ty de I, le minimum de ces constantes c est noté par
vp(f, I). Nous désignons par V,(I) l'ensemble des fonctions f : I — R a p-variations bornées.

e Nous utiliserons les abréviations V, = V,(R) et v,(f) = v,(f, R). En considérant une suite avec

deux termes, on obtient

Par conséquent, toute fonction de V,(I) est bornée.
e On peut facilement prouver que V,(/) devient un espace Banach, s’il est muni de la norme

suivante
£l = sup |f(@)]+vp(f. 1), VfeV(I).
xre
Proposition 3.5. Soient a € I° et I, =] — o0, a[NI, Iy = [a, co[N].

1. Si f € V,(I), alors
vp(fi 1) + vy (f. I2) < v (f. ). (3.5)

2. Si fj € Vp(I;) pour j = 1,2, alors la fonction f : I — R telle que f|;, = f; pour j = 1,2,
appartient a V,(I), de plus

vp(f, 1) < vp(fr, 1) + vp(fo, I2) + Sup |1l + sup | fal. (3.6)

Preuve. La premiere inégalité est évidente.

Pour établir la second, nous prenons une suite finie 2o < 7 < --- <z de [ avec zy < a < zn,
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et définir M par l'inégalité x),_1 < a < x);. Alors

Z|f ;) = fla-)P

M—-1

< 3 1)~ o)+ Fow) = Fow P+ 3 1F0) = flas )P

j=M+1

p
< v (f1, )P+ vp(fo, I2)P + <S}1p|f1\ +S}1P|f2’> :
1 2

i.e., on a I'inégalité (3.6). O

3.2.1 Une propriété de multiplication

Proposition 3.6. L'espace de Banach V,(I) est un algebre pour la multiplication ponctuelle des fonc-

tions. De plus
Ifalveay < 1 lvumllgllvems FFrg € Vo(l)- (37)

Preuve. Soit xy < z1 < --- < xy une suite finie dans [ et f, g appartient a V,(/). Alors on a

- N 1/p
< (ZV(%) Ly g(zj-1)| >
JN 1/p
+ (Z lg( Tj— 1) f($j1>’p>

< (sgp \f!) vp(g, I) + (sgp \g\) vp(f, 1)

Par conséquent, || fg|lv,) < || fllv,llgllv,o)- O

3.3 Caractérisation des fonctions qui operent sur les espaces de

Besov ou Lizorkin-Triebel pour s > 0

Dans cette section, on va donner la caractérisation des fonctions qui opérent par composition
a gauche sur l'espace de Besov B;  (R") et sur I'espace de Lizorkin-Triebel F; (R"), pour s > 0,
p € [1,+o0] et q € [1,+00], (p < +00, dans le cas des espaces de Lizorkin- Trlebel).
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Définition 3.3. [20] Si f est une fonction de la variable réelle a valeurs réelle, et si E est un espace
fonctionnel, nous dirons que f opére par composition sur E, si pour toute fonction g de E, f og appartient
a k.
e Soit £5 (R") désigne l'espace de Besov ou de Lizorkin-Triebel. E5 (R") est qualifié de sur-
critique s’il s'injecte dans L>°(R"), de sous-critique dans le cas contraire [14].
Voici la liste exhaustive des espaces sur-critiques [14]
(i) E,,(R"), pours > 2,

(i) B?,(R™), pour p € [1,+00] (voir [42]),

(iii) F7,(R™), pour q € [1,+o0] (voir [32]),

(iv) WmH(R™).
En fait tous ces espaces s’injectent dans BY_ ;(R"), lui-méme sous-espace de L>(R").

Théoreme 3.2. [14] Soit f : R — R, une fonction opérant par composition a gauche sur I’espace
Es (R™). Alors

(i) f est lipschitzienne, si E; (IR™) est sous-critique,

(ii) f est localement lipschitzienne, si E; (R™) est sur-critique.

En combinant le théoréme avec les caractérisations de £, (R") au moyen de l'opérateur de
différence finie (voir [45]), on obtient ce corollaire.

Corollaire 3.1. [14] Soit s €]0,1[ (s = 1, dans le cas our E; (R") est I'espace de Sobolev Whp) et
p < +00, alors une condition nécessaire et suffisante pour que f opere sur E; (R") est

(i) f lipschitzienne et f(0) = 0, dans le cas sous-critique,

(ii) f localement lipschitzienne et f(0) = 0, dans le cas sur-critique.

Le corollaire s’étend évidemment au cas p = +o0, il suffit d’ignorer la condition f(0) = 0.

3.4 Définitions et propriétés des espaces de Besov

Dans cette section, on va donner maintenant des Définitions et des propriétés concernant l’es-

pace de Besov a valeurs vectorielles.

Soient j € {1,...,n}, 2’ = (z1, ..., Tj_1, Tj41, ..., T,) € R""! la fonction f(,/ ;(y) est donnée par

f(x’),j(y) = f(xla oy Lj—1,Y, Tj+1, ---wxn)? vy €R.
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Définition 3.4. [5] Pour p € [1,+4o0[, on définit l'espace £, ~(R™) comme I'ensemble des fonctions
mesurables f : R" — R, qui vérifient

n 1/p
flloor =3 ( / Hf<.>,j(y)||’£w(Rn-1)dy> < too,
j=1

pour tout j =1,....n

Définition 3.5. Soit la fonction g : R™ — R™ et soit h > 0. Alors

(i) On note v, ,,(g, h) la borne supérieure des nombres

1/p

7=1

pour toute les suites ty < t; < ... < ty, telles que t, — t;,_1 < het pour tout k =1, ..., N.

(ii) La fonction g, est appelée une fonction a p-variation bornée si

HQH%%,(R",R"L) = sup Vp,m(,ga h) < Q.
h>0

(iii) L'espace B, (R",R™) est I'ensemble des fonctions boréliennes u : R™ — R™, telles que d;u €
BY, (R, R™), pour tout j = 1, ..., n. On munit l'espace BY, (R", R™) de la semi-norme suivante

||U||%m},(Rn,Rm) = Z ||aju||%%p(R",Rm)'
(iv) Si f est une fonction localement intégrable sur R™, on définit le module de continuité par

1/p
010 = | [ s 180 0s e )
R 0<|h|<t

Proposition 3.7. Pour tous p > 1, 1/p < s < let q € [1,00], alors une fonction f appartient a

||f||p+2(/ (% “)7)”"@0.

Proposition 3.8. Pour tousp > 1,1/p < s < let q € [1,00], il existe c = (s, p, g, m,n) > 0 telle que

00 /q
l/pm(gah’) qdh '
( / (—hs Gl ) ) <l
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Preuve. Par le théoreme de plongement de Peetre [22, th. 5] et la Définition 3.4} il existe
¢ =c(p) > 0, telle que
V(9 1) < N9l y1/p o gy V9 € BylY (R R™). (3.8)

En raisonnant comme dans la preuve du Proposition 2.2 de [15], nous obtenons
Vp,m(g7 h) S hl_(l/p) ||g||WZ}(R",Rm)7 Vh > 07 qu € Wpl(Rn7Rm) . (39)

D’apres 'inégalité de Holder, on obtient
_ t 1/p
90 (68) = 60 () ety < (11— 1) =02 (5 gy @2 s mmydiz)
pour tout g € W, (R*,R™).
Si on définit  €]0, 1] par I'égalité (1 — (1/p)) = s — (1/p), suivant la Définition 3.5 et [6, 3.1],
on a
s n mm 1 n mm n mm

By, (" R") = (B[P (R R, W, (R, R"))

par définition, il existe des familles des fonctions (u;);~¢ et (v;):>0, telles que

g - ut + vt et || ut ||Bl/1p(Rn7]R7n) + t H Ut ||WI}(R”,RW) S QK(t7 g)? Vt > 0

Ou, t — K(t, g) est la K-fonctionnelle de g relative au couple (B;{lp (R™,R™), W, (R",R™))
(voir [6, 3.1] suivant la Définition [3.4). Les inégalités (3.8) et (3.9) donnent aussitot

Ry (g, h) < e K(t, g) (RYP=5 4 1 =5t™1) [ Wht > 0.

Grace au choix t = h*~(1/P) on conclut que

* (Vpmlg, W) \* dn )T _ LKA g\ di\
0 W 7 > G ; W 7

3.5 Une propriété de composition dans l’espace de Besov

Dans cette section, on s’intéresse aux opérateurs de composition Ty(g) = f o g sur certains
espaces de Besov a valeurs vectorielles. Nous donnons des conditions suffisantes pour que
7 4 2 s n m

I'opérateur T opere sur B;  (R", R™).
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Définition 3.6. [3] L'espace de Besov a valeurs vectorielles B;, (R",R™) est I'ensemble des fonctions
f:R" — R™

pour lesquelles les fonctions coordonnées f, ..., f, appartiennent a By, (R"),
2 o m 1
la norme de f dans B, (R",R™) étant définie par (3., ”fjH?S’;,q(]R")) 2.

Lemme 3.1. Soient p € [1,00], h > 0, a' = (ay,...,a;_1,0j41, ..., a,) € R" et y — g jn(y)
(j=1,..,netk =1,...,m) une fonction analytique réelle. Alors

1/p
/ 12ROk f © 9) () DI @1y 1Ok9 )3k W n—1y Y
I o \[sup I} o —h,sup I} /]

< (ajkl)li(l/p)Qp(akfa ajrh),

oil le complémentaire de I'ensemble des zéros de 0rg(. ;1 €st la réunion d'une famille {1, o }1cn d'inter-
valles ouverts disjoints et aji = supyey, , 10k9(),jk (V) || Lo @r-1)-

Preuve. On a gio),jkx = 9(a'),jk |l €st un difféomorphisme de [; » dans gy j ik ({1,0)-
Posons I := I; ,/\[sup I; o — h,sup I, ] # 0, il vient alors

|g(a’),j,k(gl(a')7jyk(y) +h) =yl < ajuh, poury € g(a/),j,k(]l/)-

Ou, 91_(;),3‘, .. est la fonction réciproque de g;(/) j1, ce qui donne

1/p
( 18 o g><.><y>||iw(Rn1)||akg<.>,j,k<y>||§w(w1)dy)
l

1/p
< ( ; 10kf (9¢)(y + h)) — é’kf(g(.)(y))lliwmn1)||5’k9<.>,j,k(y)||’iw(w1>dy)

l

1/p
< aj M (/R sup  [|0kf()(y +1)) — 3kf<->(y)||’£mmm1)dy> .

0<\t|§a]—klh
[

. 1
Théoreme 3.3. Sozentmam(ﬁ,1+—)<3<2,1 <p<qg< oo, 1 <m<navecn > 2, metn

entiers, et f : R™ — R, une fonction s’annulant a I'origine. Si f € By (R™)et g € By (R",R™), alors
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Ty(g) € B, ,(R"). De plus il existe c = c(s, p,q,m,n) > 0 tel que

)=1/p).

175 ()33 @y < eVl gyt e gomy (1 4 111

q B (R™R™)

Preuve. Etape 1: Par I'hypothese sur f, nous obtenons

1feglle <V llcollgl, @n gm) -

Puisque, A (9;(f 0 g))(x) = V[ og(z+h).An(0;9)(x) + An(V f o g)(x).0;9(2),
pour tout j = 1, ..., n, donc on obtient

Vp,1(05(f 0 9), h) <[V fllocvpm (959, 1) + Uj(h),

ou,
Uj(h) = ||An(V f 0 9).0;9|ls0p -

Etape 2 : Nous définissons les intervalles (I});-( suivant le Lemme La condition g > p per-
mettant d’utiliser I'inégalité de Minkowski, et par le Lemme on a

. 1 q/pdh 1/q
(/0 (m Xl: /1 1840k f 0 9) )WL, a1 Ha’cg(')’j’k(wH]Z‘”(R"_l)dy) 7)
l

T 1 P dhN1/a

/q 1/]9
~ 1 — q/p dh p

S Z (/ (m ag‘)kll Qg(akf, Akl h)) 7)

l 0
_ p—1+(s—1)p 1/p 00 M q @ 1/q
- Zajkl - :

l 0

s=(1/p)

<cllOnf]

Bty D (SUD (106901 ()| oozt

l ye]l,a/

Le fait que 0y g(a),;,» s'annule aux extrémités de I, .-, donc il existe z; € I o N[sup I; o — h,sup I /|
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tel que Jg(w)jk(71) = 0, et par I'inégalité 3.8 on obtient

2o Wk aw sy = 32 W0hot.inlon) = Ougtyaalall
A

1
S H ak Hs%w( /]gn R"L)
S (1/p)

||g|| 1+(1/p)(Rn Rm) :

Maintenant par la condition sp — n > p, on a le plongement

+7L

B (R",R™) — B, 71" (R",R™) — ‘BQJSP L(R™R™). (3.10)

sp—1,1

Donc, on conclut que

s—(1 s—(1
zsgp 10k90),3@)II5 Sy < ellgllin, ) -
yel

Etape 3 : Puisque, |1, N [sup [ — h,sup I,]| > h, pour tout I € N, on peut appliquer la
Proposition 3.8} on obtient

q/p
dh\ 1/q
(| ( = / 180T 2 DO e 505000 >H§W(Rn_1)dy) =)

o 1 Ydh\1/a
< CHakf”oo</0 (ml/p,m(akga h)) 7)
< dIVFllgl

By o (R" )

Par les étapes 1, 2 et 3, et les Propositions 3.7 et 3.8} la preuve du Théoreme en découle
aussitot. [
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CHAPITRE 4

CARACTERISATION CONCRETE DES
ESPACES DE BESOV ET DE
LIZORKIN-TRIEBEL LOCALISES UNIFORMES

uisque la notion de la localisation uniforme jouent un role dans l’analyse fonction-
nelle, il y a plusieurs chercheurs qui sont intéresse 1'étude dans ce point, et puisque
depuis quelques années la version localisée uniforme d'un espace normé sur R" est

connue par une fonction auxiliaire ¢ € D(R"), i.e., on a la relation suivante

sup [[(ra) fllp < +o0,
acR"

ou 7, désigne l'opérateur de translation, et ¢ € D(R"), positive, non identiquement nulle.
D’apres la Proposition 4.5/ cité dans ce chapitre, on peut montrer que 1’espace localisé uniforme
noté Ej,, ne dépend pas du choix de la fonction auxiliaire . S.E. Allaoui et G. Bourdaud [4],
ont ouvert la voie de la caractérisation concrete dans les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel
localisés uniformes. i.e., ils ont montré que ces espaces sont décrits sans utiliser une fonction
auxiliaire ¢ pour 0 < s < 1. Dans ce chapitre, on va étudier la localisation uniforme sur l'es-
pace de type de Lebesgue L7(R") et 'espace de type de Besov B;7(R"), ot nous donnons une
caractérisation concrete des espaces L] (R");, avec p € [1, +oo] et 7 > 0 et les espaces de type de
Besov B;;;(R”)lu avec p,q € [1,400], 7 € R, et 0 < s < 1.1i.e, nous montrons que ces espaces,
sont décrits sans utiliser une fonction auxiliaire.

4.1 Espace des multiplicateurs M (FE)

Dans cette section, on va étudier le produit de la forme A, - A;, ou A; et A5 sont des espaces de
Banach.

Proposition 4.1. Ona

(i) (M(E),| - ||m(z)) est un espace de Banach.

56
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(ii) SiD(R™) C M(E), alors M(E) est une algebre
(i-e., si g, go € M(E) = g1 - g2 € M(E)).

Preuve. (i) On montre que || - ||r(r) définie une norme sur M (E).
On asi ||g|/ar) = 0,alors ||gf||z =0, f € C>° N E, ce qui donne ¢gf = 0.
Soit ¢ € C* N E telle que fo = f (i.e., p(x) =1 sur le suppf), alors
<g, f>=<g, fe>=<gf,p>=0, VfelC®NEk.
D’ot, g = 0.

e OnaVa € RouC, ||a9||M(E)

sup{llagfllz: f € CTNE, ||fllr <1}
lafsupfllgflle: f € CTNE, | flle <1}

| llglnm)-

e Pour l'inégalité triangulaire, on a

91 + gallmrmy = supf{ll(91 +g2) flle: f € CTNE, [|flle <1}
< sup{llgiflle: f€CTNE,[|flle <1} +sup{llgaflle : f €CTNE, | fllz <1}

< agillamee + g2l arm)-

e On montre que M (E) est un espace complet.
Soient (g, ),>0 une suite de Cauchy dans M (E), alors on a

lim ||(gn —gm)flle =0, Vfel*NE.

n,Mm—>00

Dong, (gy f)n>0 est une suite de Cauchy dans 1’espace complet £, alors elle est convergente.
Choisissons f et ¢ € C* N E telles que fo = f,on a

< Gn, [ >=<guf, 0 >—<Ty, 0 >,
donc la suite (g,,),>0 converge vers une distribution g, de plus
<gf,p>= lim <g,f,p>=<T},p>.
n——~oo

D,Ofl, Tf = gf
(ii) Soit p € D(R") (fixé) qui vaut 1 pour |z| < 1, on pose pi(7) = p(7), k € N*.
Nous avons la suite (Ay) définie par A; = g1(¢rg2) a une limite A dans D’(R").
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En effet, Soient 6, ¢ € D lel que 0y =1, alorson a

< A >=< g1(prg2), 00 >=< g1(prg20), v > .

Mais pour k asssez grand ¢, = 6, donc a partir de certain rang (i.e., Ing € N : Vk > ny);
< Ay, > est constante, d’ot1 I'existence de A tel que < A, ¢ >=limy_,oo < Ag, ¢ >.

Donnons nous ¢ € D, on a

<Ag > = lim < gi(rg)o, 00 >
= kli_r)noo < g1(prgadd), v >, (erpl = ¢0 pour k >> 1)
= < 91(g200), ¢ >
= < gi1(929),00 >
= < 91920, > .

r.e., A= g19s.
O

Définition 4.1. [7] On dit que f appartient localement uniformément a I'espace E, et on écrit f € Ey,,
siVo € D(R") ona

@) (rap) - [ € E (Va € R"),

(b) 3C, > 0 tel que ||(tap) - flle < C, (Va € R™).

Proposition 4.2. Si E est un algebre, alors
M(FE) = Ey,
Preuve. Soit g € M(FE),ona

I(rap) - glle < lgllaee Imapll e
= lgllumllele = Ce.

D’Ofl, g c E,.
Inversement, soient f € Ej, et ¢, € D(R") telle que ¢y = ¢, alors

Ifelle = I(fo)ele
< rollelels.

Car, fi = froyp € E et E est une algebre, de plus

[ fYlle =l frovlle < Cy (par définition),
d’ot, ||felle < Cll¢|lg, par conséquent f € M(E). O
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Théoreme 4.1. Pour 1 < p < oo, alorsona
M(LP) = L.
Preuve. Soit A € L etg € L”,ona
|A(z) - g(@)] < [[Allclg(2)] p-p.

Donc, Ag € L? et par conséquent A € M (LP).
Inversement, soit A € M(L?), ona Ag € L? et || Ag|l, < Collg|l,, Vg € LP.
Prenons g = x g, ou E est un ensemble mesurable de R". D’apres I'inégalité de Holder on a

| /E A@@)dz] < A xely - lxely
< Collxely - llxely, car A€ M(L?)
< Gou(E).

On obtient, alors
|y Ji Alz)dz| < Co, pour tout ensemble mesurable de R", ce qui implique que A € L.
En effet, on sait que

Iflloec = supzerness|A(zx)]
= sup|g,=1| < A,g>|, car (L®) =L"

Pour toute fonction simple g = > ,_, arxg,, olt a;, € R et (E)) des ensembles mesurables de R”
disjoints deux-a-deux. Nous avons >, _, appu(Ey) = 1, car ||g||; = 1, alors on a

|<Ag>| = ) wl<Axg >
k=1
< Co )y apu(Ey) = Co.
k=1
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4.2 Définitions et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-
Triebel

On considere les puissances successives de 'opérateur A, définie inductivement par
AL =Ay et AITh=A,0Al V€N

On vérifie aisément la formule suivante

Al f(x) :Z( > If(x4+(=H)h), £=1,2, ...

J

e Pour tout p € [1, +o¢], tout ensemble borélien A de R™, toute fonction mesurable f sur R" et
tout ¢ > 0, on pose

1
wp,a(f, 1) SUP/\Ahf )|Pdx)»,

|h|<t

moa(f ) = sup / A2 (2)Pd)?.

|hl<t
On note simplement w,, = wy, g €t 1, = 1, rn.

e La norme d’une fonction f dans I'espace de Lebesgue L?(R") est notée || f|l,.

Définition 4.2. [4] Soient 0 < s < 1, p,q € [1,+o0|. L'espace de Besov B; (R") est I'ensemble des
fonctions f vérifiant

1 g
| fllBs @y = Ifllp + (/0 (twp(f, t))q?t)q < ~400.

Définition 4.3. [4] Soient 0 < s < 1,1 < p < +oo et ¢ € [1,400]. L'espace de Lizorkin-Triebel
Es (R™) est I'ensemble des fonctions f vérifiant

I.f]

L dt 1
g = I+ 1 @ [ @ Pang )i, < o
0 h|<t

e Rappelons qu’on obtient les mémes espaces fonctionnels avec des normes équivalentes, en
remplagant dans la définition précédente, 1'intégrale fol par l'intégrale [/, ott r est n'importe
quel réel positif fixé.

Nous posons E; (R") = B (R") ou F; (R"), avec p,q € [1,+occ] dans le cas de I'espace de
Besov, et p € [1,+00], ¢ € [1,+0o0] dans le cas de 'espace de Lizorkin-Triebel.

Les espaces d’ordre supérieur a 1 sont, par définition, les espaces de Sobolev basés sur les
espaces d’ordres compris entre 0 et 1.

©2021, N. FERAHTIA  Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.



4.3. LOCALISATION D’UN ESPACE DE DISTRIBUTION 61

Définition 4.4. [4] Soient s > 1 et m l'entier tel que m < s < m + 1. Alors E; (R") est I'ensemble
des fonctions f telles que f*) € E5_™(R™) pour tout |o| < m. De plus l'expression

> I

laj<m

Ep g™ (R™)

est une norme équivalente dans E; (R™).

Lemme 4.1. [1] Soient s > 0, f : R — R, une fonction s’annulant a l'origine telle que Ty = (f o g)
envoie B; (R") dans B}, (R"). Alors il existe des nombres M > 0 et § > 0 tels que I'implication

By &) < 0= |[f oyl

9] By &) < M,

soit vérifiée par toute fonction g portée par Q).
Preuve. Voir [1]. O

Théoreme 4.2. [2] Soient s > 0, f : R — R. On suppose que B; (R™) € L>(R") ( autrement dit :
s <2ous=2etq>1). SiTyenvoie B, (R")dans B; (R"), alors [ est globalement lipschitzienne.

Preuve. Voir [2]. H

4.3 Localisation d"un espace de distribution

4.3.1 Localisation

Un espace de Banach de distributions (£.B.D.) dans D’'(R"), est un sous-espace vectoriel £ de
D'(R") muni d'une norme complete || — ||z, telle que l'injection canonique £ — D'(R") soit

continue.

Définition 4.5. [3] Soit E C D'(R") un espace de Banach de distributions. On dit que 'espace E est
un D(R™)-module si o f € E pour tout p € D(R") et tout f € E.

Du théoréme du graphe fermé, on a la proposition suivante

Proposition 4.3. [3] Soit E un (E.B.D.) sur R™. Si E est un D(R™)-module, alors I'opérateur linéaire
f+—— @f est borné sur E, pour tout ¢ € D(R™).
Sous les hypotheses de cette proposition, on pose

ellarcey = sup{lleflls - f € B, Iflle =1}

Définition 4.6. [3] Soit E un (E.B.D.) sur R". On dit q'une distribution f € D'(R") appartient
localement a E si o f € E pour tout ¢ € D(R™). L'ensemble des telles distributions est noté Ej,..
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Proposition 4.4. [2] Soit E un (E.B.D.). Si E est un D(R™)-module et si f € D'(R™), alors les trois

propriétés suivantes sont équivalentes
(1) f S Eloc-
(ii) 1l existe une fonction positive non nulle ¢, € D(R™) telle que (1.p0) f € E pour tout a € R™.

(iii) pour tout a € R™, il existe une boule ouverte B contenant a et g € E tels que g/B = f/B.

Preuve. Voir [2]. o

4.3.2 Localisation uniforme

Un E.B.D. est isométriquement invariant par translationsi 7, f € E et ||7.f|z = |

fllz pour tout
f € Eettouta € R". De plus, si £ est un D(R")-module, nous avons la propriété suivante

Iraellney = l¢llmm), Vo € D(R"), Va € R™ (4.1)

Proposition 4.5. [2] Soit E un E.B.D. Si E est un D(R™)-module isométriquement invariant par
translation, on dit qu’une distribution f appartient localement uniformément a E si 'une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite

(i) 1l existe une fonction positive non nulle o, € D(R") telle que (1,p0)f € E pour tout a € R", et
£l = sup [|(Fao) fll 2 < +00.
acR™
(i) pour tout o € D(R"), ona (1,p)f € E pour tout a € R", et

1Fllz., = sup [[(rap) flle < o0
a€R™
L’ensemble des distributions ayant ces propriétés est noté Ey,, c’est un D(R™)-module isométriquement
invariant par translation pour la norme || — || g,
Preuve. Voir [2]. O

Remarque 4.1. De la proposition ci-dessus, il résulte qu’a équivalence pres, la norme de L, ne dépend

pas du choix de la fonction .

Définition 4.7. [4] Soit E est un E.B.D. et m un entier positif, 'espace de Sobolev W™ (E) d’ordre m

de base E, est I'ensemble des distributions f telles que

W™(E) = {f € D'(R") : f* € E, pour tout |a| < m}.
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W™(E) est un E.B.D. pour la norme

Il = D 17l

laj<m

Proposition 4.6. Soit E un E.B.D. Si E est un D(R")-module, isométriquement invariant par trans-
lation, il en est de méme pour W™ (E) et on a

(W™(E)) = W™ (Ew),

avec des normes équivalentes.
Preuve. 11 suffit d’appliquer la formule de Leibniz et la Proposition 4.5 O

Proposition 4.7. Soit p € [1, +oo]. Alors une fonction mesurable f sur R" appartient a L (R™),, si et

seulement si
sup ([ |f(@)Pde)? < +oc, (42)
B+a

acR™
ot B une boule ouverte ( ou un cube ouvert ) dans R". De plus, I’expression ci-dessus est équivalente a

la norme || f|| Lo wny,, -

Preuve. <—) Supposons que f a la propriété (4.2). En choisissant la fonction ¢, € D(R") selon

la Proposition [4.5/(i.e., positive, non identiquement nulle) a support dans la boule B, alors on a
I(rapo) fll, = ( i b0z — a)|”|f () [Pdx)
= (| oo - aPIf(@)Pd)?, car supp oo © B
B+a

1

< lonllel [ 1F(@)Pd0)?, Va € R,
B+a
Ce qui implique que

sup [[(Tao) flly < llvollo Sup(/B+ (@) Pda)?

a€R” acR™
< o0,

cela montre que f € LP(R")y,.
—) Inversement, supposons que f € L’(R");, (i.e., sup,ern || (Ta®) fll, < +00). En choisissant
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la fonction ¢ € D(R") de telle sorte que p(z) = 1 sur B, alors on a

( /B ) |f(x)Pda)? = / ) f(@)p(x — a)|Pde)r, car p(z) = 1 sur B

IN

/]f x—a)|pdx)%,carB—|—aC]R"
< [[(7a0)fll, Vo € B

Ce qui implique que

3=

sup / F@Pd)d < sup ()l
a€R™ JB+a a€R”™

< 00,

i.e.,, on a la propriété (4.2).

Remarque 4.2. Ona
L=(R"™);, = L= (R"™).

4.4 Localisation des espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

Nous avons les formules suivantes, ot £ € N*, h € R" et o f et g sont des fonctions quel-

conques
An(fg) = (Anf)(7-ng) + f(Ang), 4.3)
A (fg) = (AR ) (T=2n9) + (Ah9) (7o f) + (Anf)(A2ng), (4.4)
k—1
Ap =2 Ag, =Y 271, pour tout k € N*, (4.5)
£=0

Les deux formules (4.3) et (4.4) sont immédiates, la formule (4.5) s’obtient facilement par récur-
rence sur k.

Lemme 4.2. [2] Pour toute fonction localement intégrable f et pour tout p € [1,+o00], il existe ¢ > 0
tel que

wporalfit) < ct{( / F@)Pdz)s + M| nt]},

2Q+a

pour tout 0 <t < 5 et tout a € R", 0it M = supg_<1 t~0p,g+alf,1).

Preuve. Voir [2] H
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Lemme 4.3. [2] Il existe ¢ > 0 tel que

1
_ _ dt. 1
sup 7 m,000(£11) <l [ (1 gral £ 011,
0<t<% 0
pour tout a € R", p € [1,+00] et q € [1,+0o0.
Preuve. Voir [2] O

Lemme 4.4. Soit 0 < s < 1.S5i0;f € E} (R"), pour j =1,....,net f € LP(R")y,, alors
fe b (R"),.

Preuve. Etape Il.Lecas 0 < s <1
Par le plongement
IE;q(HQn)hLQ—%.Lp(HQn)h“ (4.6)

les hypotheses sur f implique que f € W'(LP(R"),), et d’apres la Proposition[4.6/on a

f e (W' (R"))y,. Puisque ona W'?(R") — E° (R") (dansle cas s < 1), on obtient que

fe kB (R"),.

Etape 2. Lecas s = 1

Par hypothésle sur f,onad;f € Ep%,q(]R")lu, pour3j =1,..,net f € LP(R");,. D’apres I’étape 1,
ona f € EZ,(R"), et on conclut que f € E3,(R"),, qui est lui-méme un sous-espace de
E} (R O

Théoréme 4.3. [4] Soient s > 0 et p,q € [1,+o0|, alors By (R"),, est 'ensemble des fonctions
f € LP(R™),, vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement

(i) Danslecas 0 < s < 1,

v dt. 1
sup ([ (- pual £, ) < 40,
0

acR”

De plus I'expression

1
s dt. 1
sup (| (700l £. 01 GV + 1 s

a€R”

est une norme équivalente sur By (R"),.

(i) Dansle cas s = 1,

1
. dt. 1
sup ([ (¢ ol £, < o
a€R™ Jo
De plus I'expression
1
_ dt. 1
sup ([ sal L)1) + 1 s
aceR™ Jo
est une norme équivalente sur B, ,(R");,,.
Preuve. Voir [4]. O
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Théoreme 4.4. [4] Soient s > 0,1 < p < oo et q € [1,+00], alors F;,Q(R")lu est 'ensemble des
fonctions f € LP(R™),, vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement

(i) Danslecas0 < s < 1,

1 - dt 1
sup ([ (6 [ 8 @I ) e < +ox.
0 [hl<t

a€eR”

De plus I'expression

1 S dt. 1
sup ([ (5 [ |8 @Ian) i v + 1 e
0 |h|<t

acR”

est une norme équivalente sur F; (R"),.

(i) Danslecas s = 1,

o n dt 1
sup ([ (1 [ 182 @Ia ) e < +ox
0 |h|<t

a€eR”

De plus I'expression

1
C1—n dt 1
sup H(/ (t / AL @)l =)o@ e + 1 fller@ny
ack Jo Ihl<t
est une norme équivalente sur F) (R™)y,.

Preuve. Voir [4]. O

4.5 Propriété de composition dans 'espace de Besov localisé

uniforme —7

Dans cette section, on va étudier une propriété de composition dans 1’'espace de Besov localisé

uniforme, o1 on cherche a caractériser les fonctions qui operent par composition, sur ’espace
S n

de Besov By (R").

Lemme 4.5. [1] On suppose que B, ,(R™) € L>(R™) (autrement dit : 0 < s < Bous="etq>1),
alors il existe une suite (6,),>1 de fonctions de classe C*°, portées par 4Q), telles que 6, (x) = 1 sur le
cube 2°77Q et lim,, o ||0,

Bgﬁq(Rn) — 0

Preuve. Voir [1]. O
Proposition 4.8. [2] Soient s = 2 > 1etq>1, f: R — R. 5i Ty envoie B; ,(R") dans B, (R"),
alors f' appartient a B; ' (R) localement uniformément.

Preuve. Voir [2]. ]
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4.5. PROPRIETE DE COMPOSITION DANS I’ESPACE DE BESOV LOCALISE UNIFORME —7 67

4.5.1 Localisation uniforme de 1’espace de type de Lebesgue L (R")
On va donner maintenant la desciption de lespace L7 (R");,, ot p € [1,+o0o] et 7 > 0.

Théoréme 4.5. Soient p € 1,400 et 0 < 7 < o0o. Alors une fonction mesurable f sur R" appartient a
L7(R™);,, si et seulement si

3=

1
sup( sup ) < o0, 4.7)

e[ If@pds)
a€R™ PeQ((P)>1 | | P+a

ot P est un cube dyadique de longueur de coté ((P) > 1. De plus I'expression ci-dessus est équivalente
a la norme Hf||LZ(Rn)m

Preuve. <=) Supposons que f a la propriété (4.7) et on montre que f € L7 (R"),.
i.e., sup,egn [[(Tap0) fllLz@n) < 00, ot 9o € D(R") positive, non identiquement nulle a support
dans le cube P, alors on a

1
[(Ta0) fllLyny = sup

(/I%@ﬂWWM%mewwwcP
peoep)>1 | Pl Jpia

1

Ieolloo sup —ﬂ/ F(2)Pde)b, Va € R™.
peo.u(P)>1 |PI™ " Jpia

IA

Ce qui implique que

1
sup |[(Ta0) fllzzmn) < llolloo sup( sup (/ |f(z)[Pdz)
a€R™ a€R™ PcQl(P)>1 |P| P+a

B =

)

< o0,

ie, f € LI(R"),.
=) Inversement, soit f € L} (R");, (i.e., sup,egn [|(Ta) fl| Ly mn) < +00), o1t

la fonction ¢ € D(R") telle que p(z) = 1 sur le cube P, alors on a

1 1
sup ([ p@Pdt = s ([ R - aPde) car pla) = 1sur P
peoeP)>1 | P|™ Jpia peoep)>1 | Pl Jpia
= [[(7e@) fllL;@n), ¥ a € R™.
Alors on a
1 » 1
sup( sup  ——( |f(2)[Pdz)») = sup [[(7a) flLz@n)
a€R™ PeQY(P)>1 ‘P‘ P+a acR”
< o0,
i.e., on ala propriété (4.7). O
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Théoréme 4.6. Soit 0 < 7 < 4+o00. Alorson a

L (R = LL(R™).

Preuve. 1) On montre que L] (R") — L7_(R"),,.

Soit f € L7 (R"), et soit ¢y € D(R™) une fonction positive, non identiquement nulle & support

dans le cube P, alors on a Va € R"

||(Ta900)f||Lgo(Rn)

Alors on a

1

= sup 5= sup [po(z —a)f(x)])
peo(P)>1 | P|™ zePta

= sup —=—(sup |po(z —a)|sup|[f(z)|)
PeQ((P)>1 |P| z€P+a zeP

< lwollee  sup  —=(sup|f(z)|)

peou(p)>1 | P|™ zep
< Alwolleo - 1 fllLz ®n), Ya € R™.

Sup [[(7azo) fllz @y <ol - [ fllz ey

ie, fe L (R,

< +00

Inversement, on montre que L7 (R");, — L7 (R").
Soit f € L7 (R")1 <= sup,epn ||(Tat0) fl| 27, n) < 400, avec

¢o € D(R") une fonction positive, non identiquement nulle a support dans le cube P. On a

I f |l 2z, )

Ce qui implique que

ie, fe LT (RY).

1
= sup  ——(sup|f(x)|)
peou(P)>1 | P|™ zep
1
<  sup  =(sup|f(x)| sup |po(z —a)l)
PeQu(P)>1 |P| zeP zeP+a
< sup  ——( sup |go(x —a)f(z)])
peou(P)>1 | P|™ zePta
S H(Tagpo)fHLgo(Rn , Va E Rn.
Ifllog @y < sup | (Ta0) fll Lz (®n)

< +00
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Théoreme 4.7. Soient p € [1,+oo[et 0 < 7 < 400, alors on a

(i) Sito < mona LP(R"),, — LM (R™)y,

Preuve. (i) Il est clair que, pour 7 =0 ona

| fllo@ny,, = sup (/ |f(m)|pdx)%, avec P est un cube dyadique tel que ((P) > 1
P+a

a€eR”

= |/l

LP (Rn)lu

(ii) Soit f € L7*(R™)p, alorsona g < 7y = |P|™ < [P|™, car {(P) > 1.

L < _1_ PDonc

Le, pr < -

1 1 1 1
ﬁ(/ |f(x)[Pdx)?r < Bl (/ |f(z)[Pdz)?, pour tout cube dyadique tel que ((P) > 1.
[PI™ S pia [P[™ " Jpia

Ce qui implique que

D=

1 1
sup (/ |f(z)[Pdz)» < sup (/ \f(a:)\pd:n)%, pour tout a € R™.
PeQ(P)>1 ’P’n P+a PeQ,(P)>1 |P|T0 P+a

i.e.,

1 bt 1 paad
sup (- sup  —( |f(x)[Pdz)?) < sup(  sup  ——( | f(z)[Pdz)?).
a€R”™ PeQ ¢(P)>1 |P| P+a a€R™ PeQ((P)>1 ’P’ O JpPia

Donc, on a

HfHL;l(]R”)lu < HfHL;O(Rn)lu
< +00

ie., L;O (Rn)lu — L;l (Rn)lu.

4.5.2 Localisation uniforme des espaces de type de Besov

Dans cette section, on va donner des caractérisations concretes des versions localisées-uniformes
des espaces de type de Besov B>7(R"), olip,q € [1,+0o0], T € R, et 0 < s < 1.
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Théoréme 4.8. [40] Soient 1 < p <00, 0<q<00,0<7< Il?, M eN,et0 < s < M. Alors

5T (TN o7 : T (DN L)
f € By7(R") si et seulement si f € LT(R"™) et || f]|5:.

- < 00, oll
p,q (Rn) !

dt. 1
171 .

. 1 2min(4(P),1) " v
— —sq p P

L<|n|<t

De plus, || f|| g @) + || f] g;:;(w) et || || ;7 n) Sont des normes équivalentes.

Preuve. Voir [49].

]

Théoreme 4.9. Soient 1 < p,q < 400, 0 < 7 < 117, 0 < s < 1. Alors B;;g(R”)lu est 'ensemble des

fonctions f € L7 (R™), vérifiant de plus la condition suivante

(i) danslecas 0 < s < 1,
dt
t

P e sp ﬁ</ (™ wppralf,1)15)7) < +oo.

a€R" PeQ,i(P)>1

De plus I'expression

Q|

2 d
sup( s ([ (100 )

)+ 1 2 @y
a€R™ PeQU(P)>1

est une norme équivalente sur By (R™)y,.

Preuve. On peut supposer le cube dyadique P de longueur de c6té ¢(P) > 1 est la boule unité

de R”. On fixe les fonctions ¢, et ¢; dans D(R"), telles que

e 0 < ¢y <1, ¢y est non identiquement nulle et portée par P/4,

o p(x) =1sur4P.

Supposons on a la condition (i) avec f € L7(R");,, et on montre que f € By7(R"),,
(i-e., supgepn || (Tatp0) f | 337 Ry < 00).

Par la formule et pour tout a,h € R” avec |h| <t < %, on a

( / 1) el

hSA

< / A @)en(a b= o))} /P P i) a) )

< (/P |Ahf(a:)|pd$)% + t||Vg00||oo(/P |f(:17)|pdx)%, Va, h € R", et tout cube P.
+a

+a

Donc on a

sup / I (el

|h|<t
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=

IN

p . 1 p
csp( [ |As@Pan)s + Vol sup( s me([ (@

|h|<t a€R™ PeQ (P
< c(wppralfit) Sl Lz ®m))

ie.,
Wp.P+a((Ta0) 1) < c(wp pra(f,t) + | fllLz@n), ),
donc, on a
2 dt 2 dt 1
([ el £ < el [ e £+ lligia00, ), pour tout cube P
0 0
Alors )
2 th 1
sup o ([ w10’
peou(ry>1 1P| Jo t
1 [z dt 1
< ¢( sup ( (t 5wy pralf,1)15)7 + £l g o))
peoup)>1 | P t
par la condition s < 1, on a
1 2 dt .1
[(Tatpo) fllByzny < e sup  —==([ (t°wppialf,t))? )it 11|z -
peoep)>1 | Pl o t

D’apres le Théoreme |4.5| et la Proposition 4.5, on a

1 2. dt. 1
sup [|(ra0) fllByzrny < c(sup(  sup W(/ (7 wp,pealf, 1)) 0)7) + [y i)
0

a€R™ a€ER™ PeQ((P)>1
< 400

ie, f € By (R

¢ On suppose maintenant que f € B>7(R");, (i.e., Sup,egn [|(Tag1) f]
Ona: Ay((tap1) f)(x) = Apf(z) pour tout a € R™, tout x € P + a et tout |h| < 2.
Onaaussi: wy pia(f,t) <w,p((Tapr)f,t), pour tout 0 < t < 2.

By (Rn) < 00).

Alors, on a , )
dt. 1 dt 1
([ pialf )P < ([ @l £.00 )
ie.,
1 [ St 1 S St 1 n
s ([ DS s ([l 101 ) Va e R

PeQ(P)>1 peoupy>1 [P
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Donc, on a

@
t

1 2 ;
sup ( sup W(/o (twp,pra(f, 1) ) 0) + | fllp ey, < [(Tatp1) £

B;::I'(Rn), V a € Rn
a€R™ PeQ ((P)>1

Ce qui implique que

sup( sup

(/2(75S (f t))th
Wp,P+alJ e ST (Rn
ackn peoep)>1 |P7Jo P t By7(R™)

1
V) + g < s |[(ragr) ]

< —Ho0.

i.e., on a la propriété (7).

©2021, N. FERAHTIA  Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.



Conclusions générales et perspectives

ans ce travail, on a généralisé le théoreme de Bourdaud de la propriété de locali-
sations des espaces de Besov By (R") sur I'espace (", ou s € R, p,q,7 € [1,+o0].
Aussi, on a démontré que les espaces de Lizorkin-Triebel F; (R") sont localisables
en norme /*. De plus, on a intéressé aux opérateurs de composition T¢(g) = f o g sur cer-
tains espaces de Besov a valeurs vectorielles, ot on a donné des conditions suffisantes pour
que l'opérateur T opere sur B, (R",R™). Finalement, on a étudié la localisation uniforme sur
'espace de type de Lebesgue L] (IR") et I'espace de type de Besov B;7(R"), ot1 on a caractérisé
concrétement les espaces L7 (R");, avec p € [1,+oo] et 7 > 0 et les espaces de type de Besov
localisés uniformes B;7(R");, avec p,q € [I,+00], 7 € R, et 0 < s < 1. On a établi que ces
espaces, sont décrits sans utiliser une fonction auxiliaire.
e Les futures travaux sont anticipés dans plusieurs direction. Nous pensons qu’il est important
d’étudier la composition dans 1’espace de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes.
Pour cela on peut citer les cinq perspectives suivantes :
Perspective 01
Soient 0 < s < 1, p,q € [1,+00], f : R — R. Si T} envoie (B; , N L>)(R"),, dans B;  (R"),
alors f est localement lipschitzienne.
Perspective 02
Soient 0 < s < 1,p,q € [1,4+00], f : R — R. On suppose que
By (R")p, & L>*(R");, (autrement dit : s < Sous = 2etq>1).5iTy envoie B; (R");, dans

Bs (R")y,, alors f est globalement lipschitzienne.
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Perspective 03

Soient 0 < s < 1,p € [1,+oo[ et q € [I,+00], f : R — R. Si T} envoie (F;, N L>*)(R");, dans
By (R")y, alors f est localement lipschitzienne.

Perspective 04

Soient0 < s < 1,p € [l,4+o00[etq € [1,4+00], f : R — R. On suppose que

Ey (R, ¢ L*(R"™),, (autrement dit : s < % ou s = % et p > 1). Si Ty envoie F; (R");, dans
B, (R")y, alors f est globalement lipschitzienne.

Perspective 05

Nous pensons aussi qu’il est important d’étudier la localisation uniforme sur l’espace de type
de Lizorkin-Triebel F;7(R"), avec ¢ € [1,+00], p € [1,+0c0[, 7 € R, et 0 < s < 1.i.e., nous don-
nerons une caractérisation concrete des espaces de type de Lizorkin-Triebel localisés uniformes

Fo7(R"),, sans utiliser une fonction auxiliaire.
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n this thesis, we have generalized the Bourdaud theorem of the property of localizations of Besov

spaces B, ,(R") on the space ¢, where s € R, p, ¢, 7 € [1,+00]. Also, we have proved that the
Lizorkin-Triebel spaces are localizable in the /¥ norm. Furthermore, we were interested in composition
operators T(g) = f og on some Besov spaces with vector valued, where we gave sufficient conditions so
that the operator 7 operates on B, ,(R",R™). Finally, we studied the uniform localization on Lebesgue
type space L](R™) and the Besov type space By (R"), where we have characterized concretely these
spaces , i.e., we have shown that L7 (R");, and By, (R"), are described without using an auxiliary func-
tion ¢, for 0 < s < 1,p, ¢ € [1,+¢], and 7 € R.
Keywords : Besov spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Besov type spaces, Composition operators, Uniform

localization.

ans cette these, nous avons généralisé le théoreme de Bourdaud de la propriété de localisations des

espaces de Besov B,  (R") sur l'espace {", oli s € R, p, ¢, 7 € [1, +00]. Aussi, nous avons démontré
que les espaces de Lizorkin-Triebel sont localisables en norme ¢7. De plus, on a intéressé aux opérateurs
de composition Tf(g) = f o g sur certains espaces de Besov a valeurs vectorielles, oli nous avons donné
des conditions suffisantes pour que I'opérateur 7y opére sur B, ,(R",R"™). Finalement, on a étudié¢ la
localisation uniforme sur l'espace de type de Lebesgue L7 (R") et I'espace de type de Besov B, (R"),
ol nous avons caractérisé concretement ces espaces, i.e., on a montré que L; (R™);, et Bpq(R™);, sont
décrits sans utiliser une fonction auxiliaire ¢, pour 0 < s < 1, p, q € [1,+o0], et T € R.
Mots-Clés : Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Espaces de type de Besov, Opérateurs de

composition, Localisation uniforme.
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