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Introduction

L
e calcul fonctionnel est l’une des théories de base en analyse fonctionnelle [29]. Il a
permis d’étudier la fonction analytique dans des espaces des fonctions topologiques
(en particulier normés). Depuis les années 1970, plusieurs auteurs tels Peetre [36],

Dahlberg [24], Marcus et Mizel [34] ont étudié le calcul fonctionnel dans certains espaces de
Sobolev et espaces de Besov. En particulier, Bourdaud [7, 10] a ouvert la voie en établissant le
calcul fonctionnel dans les espaces de Besov localisés. Plus précisément, dans [10] il a prouvé le
résultat suivant :
Théorème 1 [10]
Soient p, q ∈ [1,+∞], s ∈ R, Bs

p,q et (Bs
p,q)`p sont respectivement les espaces de Besov et les

espaces de Besov localisés. Alors

(i) Bs
p,q ↪→ (Bs

p,q)`p , pour p ≥ q,

(ii) (Bs
p,q)`p ↪→ Bs

p,q, pour p ≤ q.

i.e., les espaces de Besov Bs
p,q ne sont pas localisables en norme `p pour p 6= q. En particulier,

Peetre [36] a démontré que l’espace de Besov Bs
p,p est localisable en norme `p, i.e., Bs

p,p=(Bs
p,p)`p ,

où `p est l’espace des suites (ak)k telles que ‖(ak)‖`p = (
∑∞

k=0 |ak|p)
1
p <∞.

Le problème de composition sur certains espaces fonctionnels s’est intéressé par plusieurs ma-
thématiciens, Igari [30] en 1965 a étudié les fonctions qui opèrent par composition à gauche sur
l’espace de Sobolev Hs(R) pour 0 < s < 1, où il a trouvé que cette fonctions qui opèrent sur cet
espace, c’est les fonctions localement lipschitziennes et s’annulant à l’origine ou globalement
lipschitziennes et s’annulant à l’origine, selon que cet espace si s’injecte dans l’espace L∞(R) ou
non respectivement, Marcus et Mizel [33] en 1979 ont caractérisé celles qui agissant sur l’espace
de Sobolev W 1,p(Ω) par une condition de Lipschitz locale ou globale, Dahlberg [24] puis Bour-
daud [9] ont montré que les seules fonctions qui opèrent sur les espaces de Sobolev Hs

p(Rn), ou
les espaces de Besov Bs

p,q(Rn), avec la condition 1 + 1
p
≤ s < n

p
, sont les fonctions linéaires. En

1986, Janson [31] a intéressé à l’espace de Hardy-Sobolev F 1
1,2(Rn) et a prouvé une condition de

Lipschitz.

4
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Comme il est connu précédemment que tout espace normé de fonctions sur Rn, on peut associer
sur cet espace sa version localisée uniforme et on note par Elu. i.e., on a la relation suivante

sup
a∈Rn
‖(τaϕ)f‖E <∞,

avec τa désigne l’opérateur de translation, et ϕ est une fonction de D(Rn), positive et non iden-
tiquement nulle. On peut montrer que Elu ne dépend pas du choix de la fonction auxiliaire ϕ,
(voir Proposition 4.5). Les espaces localisés uniformes jouent un rôle très important dans l’ana-
lyse fonctionnelle [4], comme il est connu si nous avons un espace E d’algèbre de Banach, alors
on a M(E) = Elu. On peut utiliser aussi la localisation uniforme d’un espace fonctionnel pour
caractériser les fonctions qui opèrent par composition à gauche sur cet espace, par exemple Al-
laoui et Bourdaud [3] ont démontré si une fonction opère sur l’espace de Besov Bs

p,q(Rn), avec
s = n

p
> 1 et q > 1, alors sa dérivée appartient localement-uniformément à Bs−1

p,q (R). Plus préci-
sément, ils ont prouvé le résultat suivant :
Théorème 2 [3]
On suppose s = n

p
> 1 et q > 1 dans le cas des espaces de Besov, p > 1 dans le cas des es-

paces de Lizorkin-Triebel. On suppose de plus que les entiers m,n vérifient 1 ≤ m ≤ n. Si la
fonction f : Rm −→ R opère sur Es

p,q(Rn,Rm), alors ∇f appartient à Es−1
p,q (Rm,Rm) localement

uniformément.

OùEs
p,q(Rn,Rm) désigne l’espace de Besov ou l’espace de Lizorkin-Triebel à valeurs vectorielles.

Allaoui et Bourdaud [4] ont exploité le résultat précédent pour obtenir une caractérisation
concrète dans les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel localisés uniformes. Où ils ont trouvé
que ces espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel localisés uniformes, sont décrits sans utiliser
une fonction auxiliaire ϕ pour 0 < s ≤ 1.

Dans cette thèse, nous donnons une généralisation du théorème de Bourdaud [10] de la pro-
priété de localisations des espaces de Besov sur l’espace `r, où r ∈ [1,+∞].
Aussi, on étudie la caractérisation des fonctions qui opèrent sur certains espaces fonction-
nels, où on donne des conditions suffisantes pour les fonctions qui opèrent par composition
à gauche, sur les espaces de Besov à valeurs vectorielles Bs

p,q(Rn,Rm), avec p, q ∈]1,+∞]. De
plus, on montre que les conditions de Tf opèrent sur les espaces Bs

p,q(Rn,Rm), sont suffisantes

pour 1 +
1

p
< s < 2, 1 < p ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ m ≤ n, tels que m et n ∈ N?. Plus précisément, nous

allons démontrer le résultat suivant :
Théorème 3
Soit f : Rm −→ R, une fonction telle que f(0) = 0, 1 < p ≤ q ≤ ∞, m,n ∈ N? avec 1 ≤ m ≤ n et

n ≥ 2, max(
n

p
, 1 +

1

p
) < s < 2. Si f ∈ Bs

p,q(Rm) et g ∈ Bs
p,q(Rn,Rm), alors

c©2021, N. FERAHTIA Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.
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Tf (g) = f ◦ g ∈ Bs
p,q(Rn). De plus, il existe c = c(s, p, q,m, n) > 0 tel que

‖Tf (g)‖Bsp,q(Rn) ≤ c‖∇f‖Bs−1
p,q (Rm,Rm)(1 + ‖g‖Bsp,q(Rn,Rm))

s−(1/p).

Notons que ce résultat obtenu par Bourdaud [15] pour m = n = 1.
Il est bien connu que la condition de Lipschitz, locale ou globale suivant que l’espace Bs

p,q(Rn)

se plonge ou non dans L∞ (Rn) pour s > 0, et l’ensemble des fonctions dont les dérivées
premières appartiennent localement uniformément à B

n
p
−1

p,q (R) sont nécessaires, (voir aussi,
[3, 14]), et la condition d’appartenance locale au même espace l’est aussi pour m ≤ n, (voir

[2, 14, 17, 18, 21]). On sait que le calcul fonctionnel est trivial dans la zone 1 +
1

p
≤ s <

n

p
, car les

fonctions sont linéaires, (voir [2, 9, 12]). Comme l’existence des fonctions non triviales opérant
sur B1+(1/p)

p,q (Rn,Rm) avec n
p
> 1 + 1

p
est une question ouverte, nous limitons notre preuve du

Théorème 3 pour le cas
n

p
< 1 +

1

p
.

D’autre part, comme les espaces localisés-uniformes jouent un rôle dans diverses questions
d’analyse mathématiques. On étudie la localisation uniforme dans l’espace de type de Le-
besgue, où nous donnons une description de l’espace Lτp(Rn)lu avec p ∈ [1,+∞[ et τ ≥ 0. Plus
précisément, nous allons démontrer le résultat suivant :
Théorème 4
Soient p ∈ [1,+∞[ et 0 ≤ τ < ∞. Alors une fonction mesurable f sur Rn appartient à Lτp(Rn)lu

si et seulement si
sup
a∈Rn

( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p ) <∞, (1)

où P est un cube dyadique de longueur de côté `(P ) ≥ 1. De plus, l’expression ci-dessus est
équivalente à la norme ‖f‖Lτp(Rn)lu .
Aussi, on étudie la version localisée uniforme sur l’espace Lτ∞(Rn), où nous donnons le résultat
suivant :
Théorème 5
Soit 0 ≤ τ < +∞. Alors on a

Lτ∞(Rn)lu = Lτ∞(Rn).

Toujours dans l’espace de type de Lebesgue, on étudie aussi le plongement dans l’espaceLτp(Rn)lu

selon la croissance du paramètre τ , i.e., nous allons démontrer le résultat suivant :
Théorème 6
Soient p ∈ [1,+∞[ et 0 ≤ τ < +∞, alors on a

(i) L0
p(Rn)lu = Lp(Rn)lu

(ii) Si τ0 ≤ τ1 on a Lτ0p (Rn)lu ↪→ Lτ1p (Rn)lu

c©2021, N. FERAHTIA Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.
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Comme les espaces de type de Besov Bs,τ
p,q (Rn) jouent un rôle dans diverses questions mathé-

matiques, on étudie sa version localisée uniforme, où nous donnons la caractérisation concrète
de l’espace de type de Besov localisé uniforme Bs,τ

p,q (Rn)lu, où p, q ∈ [1,+∞], τ ∈ R, et 0 < s < 1.
Plus précisément, nous allons démontrer le résultat suivant :
Théorème 7
Soient 1 ≤ p, q ≤ +∞, 0 ≤ τ ≤ 1

p
, 0 < s < 1. Alors Bs,τ

p,q (Rn)lu est l’ensemble des fonctions
f ∈ Lτp(Rn)lu vérifiant de plus la condition suivante

(i) dans le cas 0 < s < 1,

sup
a∈Rn

( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q ) < +∞.

De plus l’expression

sup
a∈Rn

( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q ) + ‖f‖Lτp(Rn)lu ,

est une norme équivalente sur Bs,τ
p,q (Rn)lu.

Notre thèse est organisée en quatre chapitres
• Dans le premier chapitre, nous donnons une introduction de base aux séries de Littlewood-
Paley et opérateurs de différences. Ensuite, nous rappelons quelques notions essentielles sur
les espaces de Besov, les espaces de Lizorkin-Triebel, les espaces de type de Besov, quelques in-
égalités classiques. Beaucoup des propriétés de ces concepts seront utilisées dans les prochains
chapitres.
• Dans le deuxième chapitre, nous généralisons le théorème de Bourdaud de la propriété de
localisations des espaces de Besov Bs

p,q(Rn) sur l’espace `r, où r ∈ [1,+∞]. Plus précisément, on
démontre que l’espace de Besov Bs

p,q est s’injecte dans l’espace de Besov localisé (Bs
p,q)`r (i.e.,

Bs
p,q ↪→ (Bs

p,q)`r , pour r ≥ max(p, q)). Aussi, on démontre que l’espace de Besov localisé (Bs
p,q)`r

est s’injecte dans l’espace de Besov Bs
p,q (i.e., (Bs

p,q)`r ↪→ Bs
p,q, pour r ≤ min(p, q)). Finalement,

on démontre que l’espace de Lizorkin-Triebel F s
p,q(Rn), où s ∈ R, p ∈ [1,+∞[ et q ∈ [1,+∞], est

localisable en norme `p (i.e., F s
p,q = (F s

p,q)`p).
• Dans le troisième chapitre, on étudie les fonctions qui opèrent par composition à gauche sur
certains espaces fonctionnels Es

p,q(Rn) et Es
p,q(Rn,Rm) avec s > 0, m,n ∈ N? et p, q ∈ [1,+∞].

Où nous donnons des conditions suffisantes pour les fonctions qui opèrent par composition
à gauche, sur les espaces de Besov à valeurs vectorielles Bs

p,q(Rn,Rm), avec p, q ∈]1,+∞] et
1 ≤ m ≤ n, m et n entiers. Nous montrons que les conditions de Tf opèrent sur les espaces
Bs
p,q(Rn,Rm), sont suffisantes pour 1 + 1

p
< s < 2, 1 < p ≤ q ≤ ∞, et f : Rm −→ R, une fonction

s’annulant à l’origine.
•Dans le quatrième chapitre, nous donnons une description de l’espace de type de Lebesgue lo-
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calisé uniforme Lτp(Rn)lu pour p ∈ [1,+∞[ et τ ≥ 0, on démontre aussi que Lτ∞(Rn)lu = Lτ∞(Rn).

Aussi, on démontre que l’espace Lτ0p (Rn)lu s’injecte dans l’espace Lτ1p (Rn)lu (i.e., Lτ0p (Rn)lu ↪→
Lτ1p (Rn)lu si τ0 ≤ τ1). Finalement, nous caractérisons concrètement les espaces de type de Besov
localisés uniformes Bs,τ

p,q (Rn)lu, avec p, q ∈ [1,+∞] et 0 ≤ τ ≤ 1
p

, on établit que les espaces
Bs,τ
p,q (Rn)lu sont décrits sans utiliser une fonction auxiliaire pour 0 < s < 1.

• Finalement, des conclusions générales et des perspectives sont tirées.

La plupart des résultats présentés dans cette thèse ont été publiés ou soumis pour publication
dans des revues internationales de renommé établie.
Les résultats présentés dans le chapitre deux ont été décrits dans [26], et ceux du chapitre trois
a été soumis. Chapitre quatre contient des résultats intéressant seront soumis prochainement
en collaboration avec le directeur de la thèse.
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Notations

• Bs
p,q(Rn) désigne l’espace de Besov, et F s

p,q(Rn) désigne l’espace de Lizorkin-Triebel.

• Es
p,q(Rn) désigne l’espace de Besov ou l’espace de Lizorkin-Triebel, quand il n’y a pas besoin

de distinguer les espaces B et F .

• Es
p,q(Rn,Rm) désigne l’espace de Besov ou l’espace de Lizorkin-Triebel à valeurs vectorielles.

• Bs
p,q(Rn)lu et F s

p,q(Rn)lu sont respectivement les espaces de Besov et les espaces de Lizorkin-

Triebel localisés uniformes.

• (E)`p désigne l’espace localisé en norme `p, 1 ≤ p ≤ +∞.

• Pour α ∈ Nn, |α| = α1 + ...+ αn. La dérivée partielle de f ∂|α|f
∂α1x1...∂αnxn

est notée ∂αf .

• (e1, e2, ..., en) est la base canonique dans Rn.

• x · y = x1y1 + ...+ xnyn est le produit scalaire dans Rn.

• Pour a ∈ R, on note a+ = max(a, 0).

• Pour x ∈ Rn, |x| désigne la norme euclidienne dans Rn.

• Pour Ω ⊂ Rn, |Ω| désigne la mesure de Lebesgue de Ω.

• Q désigne l’ensemble de tous les cubes dyadiques.

• (f ? g)(x) =
∫
Rn f(x− y)g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.

• Q est le cube unité [−1
2
, 1
2
]n et Q+ le cube [0, 1

2
]n .

• Si f : Rn −→ C, le support de f est noté par suppf .

• D(Rn) est l’espace des fonctions C∞(Rn) à support compact,D′(Rn) est l’espace dual deD(Rn),

est appelé aussi l’espace des distributions sur Rn.

• S(Rn) est l’espace de Schwartz, de fonctions C∞(Rn) à décroissance rapide sur Rn, le dual

S ′(Rn) est l’espace des distributions tempérées.

9
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• Si f ∈ S(Rn), alors sa transformée de Fourier est :

F(f(x))(ξ) =

∫
Rn

exp(−ix.ξ)f(x)dx

et sa transformée de Fourier inverse est :

F−1(f̂(ξ))(x) = (2π)−n
∫
Rn

exp(ix.ξ)f̂(ξ)dξ

• p′ est l’exposant conjugué de p, 1
p

+ 1
p′

= 1 où p ∈ [1,+∞].

• Soit a ∈ Rn, τa est l’opérateur de translation définit par τaf(·) = f(· − a).

• Lp(Rn) est l’espace des fonctions mesurables f sur Rn telles que

‖f‖Lp(Rn) = (

∫
Rn
|f(x)|pdx)

1
p <∞.

• `q est l’espace des suites (ak)k telles que ‖(ak)‖`q = (
∑∞

k=0 |ak|q)
1
q <∞.

• Soit 0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, alors

‖fk‖`q(Lp) = (
∞∑
k=0

‖fk(x)‖qp)
1
q <∞

‖fk‖Lp(`q) = ‖(
∞∑
k=0

|fk(x)|q)
1
q ‖p <∞

• Si f de classeC1(Rm), nous notons∇f l’opérateur de dérivation défini par∇f = (∂1f, ..., ∂mf).

•Nous introduisons l’opérateur de composition Tf et l’opérateur de différence finie ∆h, définis

sur les fonctions via les formules Tf (g) = f ◦ g et ∆hf = f(.+ h)− f(.).

• Nous notons B(a, r) la boule de centre a et de rayon r.

• Comme d’habitude c, c1, ... désignera une constante positive pouvant dépendre de m,n, s, p, q

et de la fonction ϕ, sa valeur pourra changer d’une occurrence à l’autre.
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CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS SUR LES ESPACES DE BESOV

ET DE LIZORKIN-TRIEBEL

L e but de ce premier chapitre est de donner une introduction de base aux séries de
Littlewood-Paley et opérateurs de différences. Ensuite, nous rappelons quelques notions

essentielles sur les espaces de Besov, les espaces de Lizorkin-Triebel, les espaces de type de
Besov, quelques inégalités classiques. Beaucoup des propriétés de ces concepts seront utilisées
dans les prochains chapitres.

1.1 Séries de Littlewood-Paley

Dans cette section, on va rappeler la définition de la décomposition de Littlewood-Paley d’une
distribution tempérée.
Soit ϕ ∈ S(Rn) telle que

(i) supp ϕ ⊂ {ξ ∈ Rn : 1 ≤ |ξ| ≤ 3},

(ii) ϕ(ξ) > 0 pour 1 ≤ |ξ| ≤ 3,

(iii)
∑

j∈Z ϕ(2−jξ) = 1 pour ξ ∈ Rn \ {0}.

La construction de ϕ ne pose aucune difficulté, voir par exemple [6].
On pose φ(ξ) = 1−

∑∞
j=1 ϕ(2−jξ), on obtient une fonction φ ∈ C∞(Rn) telle que

supp φ ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 3}.

Dans tout ce qui suit, on fixe la partition de l’unité qui résulte

φ(ξ) + Σ∞j=1ϕ(2−jξ) = 1 (∀ξ ∈ Rn).

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolutions
∆j : S ′ −→ C∞, définie par F(∆jf)(ξ) = ϕ(2−jξ)f̂(ξ) pour j = 1, 2, ... et
F(∆0f)(ξ) = ϕ(ξ)f̂(ξ). On définit de même les opérateurs Qk par

F(Qkf)(ξ) = φ(2−kξ)f̂(ξ) pour k = 1, 2, ...

11
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pout toute f ∈ S ′, la décomposition de f du type de Littlewood-Paley est

f =
∑
j≥0

∆jf. (1.1)

La série (1.1) converge au sens des distributions tempérées. La relation (1.1) peut s’écrire aussi
sous la forme

f = Qkf +
∑
j≥k+1

∆jf,

valable pour toute f ∈ S ′ et k ∈ N, tel que Qkf =
∑

j≤k ∆jf.

Définition 1.1. [42] Soit f ∈ S ′ et a > 0. On définit les opérateurs maximaux associés aux ∆k et Qk

par

∆∗,ak f(x) = sup
y∈Rn

|∆kf(x− y)|
(1 + 2k|y|)a

et Q∗,ak f(x) = sup
y∈Rn

|Qkf(x− y)|
(1 + 2k|y|)a

.

Définition 1.2. [2] Soient f et g dans S ′(Rn). Si la limite de (Qjf) · (Qjg) quand j −→ +∞ existe
dans S ′(Rn) on l’appelle produit de f par g, noté f · g.

1.2 Espaces de Besov et espaces de Lizorkin-Triebel

Dans cette section, nous allons rappeler la définition des espaces de Bs
p,q(Rn) et F s

p,q(Rn), ainsi
que certaines propriétés, comme la coïncidence avec d’autres espaces, les inclusions des uns
dans les autres,..., ext, et dont toutes les démonstrations se trouvent dans les livres de H. Triebel
[42, 43], on pourra aussi voir le livre de T. Runst et W. Sickel [38].

Définition 1.3. [38] Soient s ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞. L’espace de Besov Bs
p,q(Rn) est l’ensemble de toutes

f ∈ S ′(Rn) telles que

‖f‖Bsp,q(Rn) =

(
∑

j≥0(2
sj‖∆jf‖p)q)

1
q < +∞ pour q 6=∞

supj≥0(2
sj‖∆jf‖p) < +∞ pour q =∞

(1.2)

Définition 1.4. [38] Soient s ∈ R, 0 < p < ∞ et 0 < q ≤ ∞. L’espace de Lizorkin-Triebel F s
p,q(Rn)

est l’ensemble de toutes f ∈ S ′(Rn) telles que

‖f‖F sp,q(Rn) =

‖(
∑

j≥0(2
sj|∆jf |)q)

1
q ‖p < +∞ pour q 6=∞

‖ supj≥0(2
sj|∆jf |)‖p < +∞ pour q =∞

(1.3)

Remarque 1.1. Dans la formule (1.2) (resp. (1.3)) on peut remplacer ∆j par ∆∗,aj avec a > n
p

(resp.
a > n

min(p,q)
), et on obtient ainsi une norme équivalente dans Bs

p,q(Rn) (resp. F s
p,q(Rn)).
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Voir Peetre [36] ou Triebel [42] pour plus de détails.

Définition 1.5. Un espace vectoriel X est dit quasi-Banach s’il est complet pour la métrique d(x, y) =

‖x − y‖ avec l’application ‖ · ‖ : X → R+ est une quasi-norme, c’est-à-dire elle vérifie les propriétés
suivantes

(i) ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0,

(ii) ∀λ ∈ K = (R ou C), ∀x ∈ X; ‖λx‖ = |λ|‖x‖,

(iii) ∃k ≥ 1, telle que ∀x, y ∈ X; ‖x+ y‖ ≤ k(‖x‖+ ‖y‖).

Remarque 1.2. Si k = 1, la quasi-norme ‖ ·‖ soit une norme et l’espace X devient un espace de Banach.

Définition 1.6. [38] Soient A1 et A2 deux espaces de Banach. On dit que A1 est s’injecte dans A2 et
on écrit A1 ↪→ A2, si pour toute fonction f appartenant à A1, on a f appartenant à A2. De plus il existe
c > 0 telle que

‖f‖A2 ≤ c‖f‖A1 .

1.2.1 Opérateurs de différences

Pour toute distribution f sur Rn, et tout h ∈ Rn, on pose ∆h = τ−hf − f . On considère aussi les
puissances successives de l’opérateur ∆h, définie inductivement par

∆1
h = ∆h et ∆m+1

h = ∆h ◦∆m
h , ∀m ∈ N?.

On vérifie aisément la formule suivante

∆m
h f =

m∑
j=0

(−1)j+1

(
j

m

)
τ−jhf.

Nous utiliserons par la suite la notation suivante : pour ` ∈ N?, p ∈ [1,+∞], t > 0 et f une
fonction définie sur Rn on pose

ωp,`(f, t) = sup
|h|≤t

(

∫
Rn
|∆`

hf(x)|pdx)
1
p .

Les propositions suivantes présentent des normes équivalentes dans Bs
p,q(Rn) et F s

p,q(Rn).
Pour la preuve, voir par exemple [38, p. 19], [42] et [43, p. 140].

Proposition 1.1. Soient ` un entier, 0 < s < `, q ∈ [1,+∞] et 1 ≤ p ≤ ∞. Alors l’espace de Besov
Bs
p,q(Rn) est l’ensemble des distributions tempérées f vérifiant

‖f‖Bsp,q(Rn) = ‖f‖p + (

∫
Rn
|h|−sq(

∫
Rn
|∆`

hf(x)|pdx)
q
p
dh

|h|n
)
1
q < +∞,
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pour 1 ≤ p < ∞, alors l’espace de Lizorkin-Triebel F s
p,q(Rn) est l’ensemble des distributions tempérées

f vérifiant

‖f‖F sp,q(Rn) = ‖f‖p + ‖(
∫ 1

0

(t−s−n
∫
|h|≤t
|∆`

hf(·)|qdh)q
dt

t
)
1
q ‖p < +∞.

Preuve. Voir [38, p. 41].

Proposition 1.2. Soit s > 0, alors une distribution f appartient à Bs
p,q(Rn) si et seulement si

f ∈ Lp(Rn) et ∂jf ∈ Bs−1
p,q (Rn) pour tout j = 1, ..., n. De plus l’expression

‖f‖p +
n∑
j=1

‖∂jf‖Bs−1
p,q (Rn),

est une norme équivalente dans Bs
p,q(Rn).

Proposition 1.3. Soit ` un entier et 0 < s < `, alors l’expression

‖f‖p + (

∫ 1

0

(
ωp,`(f, t)

ts
)q
dt

t
)
1
q ,

est une norme équivalente dans Bs
p,q(Rn).

1.2.2 Plongements dans Bs
p,q(Rn) et F s

p,q(Rn)

Nous rappelons quelques inclusions et égalités au sens des normes entre les espaces de Besov
et de Lizorkin-Triebel. La plupart sont démontrées dans [36] , [42] et [43].

Proposition 1.4. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Bs
∞,∞(Rn) = Cs(Rn), si s ∈ R+\N.

(ii) Bs
p,q(Rn) est un espace quasi-Banach ( espace de Banach si min(p, q) ≥ 1).

(iii) F s
p,q(Rn) est un espace quasi-Banach ( espace de Banach si min(p, q) ≥ 1).

(iv) F 0
p,2(Rn) = Lp(Rn), si 1 < p <∞.

(v) Fm
p,2(Rn) = Wm

p (Rn), si 1 < p <∞, m ∈ N?.

(vi) Bs
p,p(Rn) = F s

p,p(Rn), si 1 ≤ p <∞, s ∈ R.

(vii) F s
p,2(Rn) = Hs

p(Rn), si 1 < p <∞,
où Hs

p(Rn) est l’espace des potentiels de Bessel de toutes f ∈ S ′(Rn) telles que

‖f‖Hs
p(Rn) = ‖F−1((1 + |ξ|2)

s
2 f̂(ξ))‖p < +∞.
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(viii) F 0
p,2(Rn) = hp(Rn), si 0 < p <∞,

où hp(Rn) est l’espace de Hardy de toutes f ∈ S ′(Rn) telles que

‖f‖hp(Rn) = ‖ sup
0<t<1

|F−1(φ(tξ)f̂(ξ))(·)|‖p < +∞,

avec φ est la fonction définie dans la section 1.1.

Définition 1.7. [25] Soit Es
p,q(Rn) est l’espace de Besov ou l’espace de Lizorkin-Triebel. On dit que

Es
p,q(Rn) est un algèbre si Es

p,q · Es
p,q ↪→ Es

p,q. De plus, il existe une constante c > 0 telle que pour toute
f et g appartenant à Es

p,q on a
‖f · g‖Esp,q ≤ c‖f‖Esp,q‖g‖Esp,q .

Proposition 1.5. [25] Soient s ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) Bs
p,q(Rn) est un algèbre.

(ii)


0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞ et s > n

p
,

ou

0 < p ≤ ∞, 0 < q ≤ 1 et s = n
p
.

Proposition 1.6. [25] Soient s ∈ R, 0 < p < ∞ et 0 < q ≤ ∞. Alors F s
p,q(Rn) est un algèbre si et

seulement si 
0 < p < q ≤ ∞ et s > n

p
,

ou

0 < q ≤ p <∞ et s >
n( 1
p
+ 1
q
)

2
.

Proposition 1.7. [38] Soit s ∈ R, alors

S(Rn) ↪→ Es
p,q(Rn) ↪→ S ′(Rn).

Où Es
p,q(Rn) désigne l’espace de Besov ou l’espace de Lizorkin-Triebel.

Proposition 1.8. (i) Soient s ∈ R, 1 ≤ p <∞ et 1 ≤ q ≤ ∞, alors

Bs
p,min(p,q)(Rn) ↪→ F s

p,q(Rn) ↪→ Bs
p,max(p,q)(Rn),

(ii) Soient −∞ < σ < s <∞ et 1 ≤ p, r, t ≤ ∞, alors

Bs
p,r(Rn) ↪→ Bσ

p,t(Rn),
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(iii) Soient s ∈ R, 1 ≤ r ≤ t ≤ ∞ et 1 ≤ p ≤ ∞, alors

Bs
p,r(Rn) ↪→ Bs

p,t(Rn),

(iv) Soient 1 ≤ p0 < p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et s− n
p
≥ s0 − n

p0
, alors

Bs0
p0,q

(Rn) ↪→ Bs
p,q(Rn),

(v) Soient s ≥ n
p
− n

r
, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p < r <∞, alors

F s
p,q(Rn) ↪→ Lr(Rn),

(vi) Soient s > n
p
− n

r
, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p <∞ ou s = n

p
− n

r
et q ≤ r, alors

Bs
p,q(Rn) ↪→ Lr(Rn).

Preuve. Voir [38, Coro 2, p. 36].

Définition 1.8. [3] Un espace de Banach de distributions (en abrégé : E.B.D.) dans D′(Rn), est un
sous-espace vectoriel E de D′(Rn) muni d’une norme complète ‖ · ‖E , telle que l’injection canonique
E ↪→ D′(Rn) soit continue.

Définition 1.9. [2] Soit E un E.B.D. On dit qu’une distribution g est une multiplicateur de E
(on note g ∈M(E)), s’il existe c > 0, tel que pour tout f ∈ C∞ ∩E, on ait gf ∈ E et ‖gf‖E ≤ c‖f‖E .
On munit M(E) de la norme

‖g‖M(E) = sup{‖gf‖E : f ∈ C∞ ∩ E, ‖f‖E ≤ 1}.

Proposition 1.9.

(i) Soit s > 0, alors
Bs
∞,q(Rn) ↪→M(Bs

p,q(Rn)),

si s < 0, alors
B−s∞,q′(R

n) ↪→M(Bs
p,q(Rn)),

(ii) Soit t > 0, alors
B
t+n

p
p,∞ (Rn) ↪→M(B0

p,q(Rn)).

Preuve. Voir [38, 4.7.1, p. 229].
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Définition 1.10. [25] Soit γ > 0. On note par Lpγ(`s,q) (resp. `s,q(Lpγ)) l’espace des suites {fk} dans
S ′(Rn) telles que suppf̂k ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ γ2k} et

‖{fk}‖Lpγ(`s,q) = ‖(
∑
k≥0

2skq|fk|q)
1
q ‖p < +∞,

( resp. ‖{fk}‖`s,q(Lpγ) = (
∑
k≥0

2skq‖fk‖qp)
1
q < +∞ ).

1.3 Estimations élémentaires

Dans cette section, on va donner quelques estimations ( Young, Hölder, Minkowski, Bernstein)
comme outils de la suite de notre travail.

Proposition 1.10. (Inégalité de Hölder) Soient f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn) avec
1 ≤ p, q ≤ +∞ et 1

p
+ 1

q
= 1. Alors

f · g ∈ L1(Rn) et ‖f · g‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Proposition 1.11. (Inégalité de Minkowski) Pour tout 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞, et X un élément dans
`p(`q), alors on a

‖X‖`q(`p) ≤ ‖X‖`p(`q).

Proposition 1.12. (Inégalité de Young) Soient p, q et r ∈ [1,+∞] tels que 1 + 1
r

= 1
p

+ 1
q
. Alors,

∀f ∈ Lp(Rn) et ∀g ∈ Lq(Rn) on a

f ? g ∈ Lr(Rn) et ‖f ? g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q

Théorème 1.1. [6](Riesz-Thorin) Soient (X,M, µ) et (Y,M′, ν) deux espaces mesurés.
p0, p1, q0, q1 ∈ [1,+∞] avec p0 6= p1, q0 6= q1. On suppose que T est un opérateur qui envoie de
Lp0(X,µ) dans Lq0(Y, ν) et de Lp1(X,µ) dans Lq1(Y, ν) tel que, pour toute fonction simple f on a

‖Tf‖q0 ≤ c0‖f‖p0 et ‖Tf‖q1 ≤ c1‖f‖p1 .

Alors T envoie de Lp = (Lp0 , Lp1)θ dans Lq = (Lq0 , Lq1)θ tels que
1
p

= θ
p0

+ 1−θ
p1

et 1
q

= θ
q0

+ 1−θ
q1

, (0 < θ < 1). De plus

‖Tf‖q ≤ cθ0c
1−θ
1 ‖f‖p.

Proposition 1.13. (Inégalité de Bernstein) Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ et α ∈ Nn, il existe une constante
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c = c(α, p, q, n) > 0 telle que pour f ∈ Lp(Rn) avec supp f̂ ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ R}, on a

‖f (α)‖q ≤ cR|α|+n(
1
p
− 1
q
)‖f‖p.

Preuve. Soit ϕ ∈ S(Rn) telle que ϕ(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1.
On pose ϕR(ξ) = ϕ( ξ

R
) telle que ϕR(ξ) = 1 si |ξ| ≤ R, alors on a

f̂(ξ) = ϕR(ξ)f̂(ξ), et f (α) = (F−1ϕR)(α) ? f.

D’après l’inégalité de Young, on obtient

‖f (α)‖q ≤ ‖(F−1ϕR)(α)‖r‖f‖p, avec 1 +
1

q
=

1

p
+

1

r
.

Comme pour tout x ∈ Rn, on a

(F−1ϕR)(α)(x) = Rn(F−1ϕ)(α)(Rx),

donc
‖(F−1ϕR)(α)‖r = Rn+|α|−n

r ‖(F−1ϕ)(α)‖r,

i.e.,
‖f (α)‖q ≤ cR|α|+n(

1
p
− 1
q
)‖f‖p, avec c = ‖(F−1ϕ)(α)‖r.

Proposition 1.14. Soient 0 < a < 1 et 0 < q ≤ ∞. Pour toute suite réelle à terme positif {εj}
dans `q, les suites ηk = ak

∑k
j=0 a

−jεj et γk = a−k
∑

j≥k a
jεj appartiennent à `q. De plus, il existe

c = c(a, q) > 0 tel que
‖ηk‖`q + ‖γk‖`q ≤ c‖{εj}‖`q .

Preuve. Pour 1 < q <∞, on peut écrire {ηk} sous la forme

ηk =
k∑
j=0

a
(k−j)
q a

(k−j)
q′ εj, où

1

q
+

1

q′
= 1.

Par l’inégalité de Hölder, on trouve

ηqk ≤ (
k∑
j=0

a(k−j)εqj)(
k∑
j=0

a(k−j))
q
q′ ,
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il vient que la somme de ηqk pour k = 0, 1, 2, ... est majorée par (
∑

i≥0 a
i)q(
∑

j≥0 ε
q
j), ce qui donne

‖{ηk}‖`q ≤
1

1− a
‖{εj}‖`q .

De même pour {γk}.
Pour 0 < q ≤ 1, on a

ηqk ≤
k∑
j=0

a(k−j)qεqj ,

ce qui permet de majorer la somme de ηqk pour k = 0, 1, 2, ... par (
∑

i≥0 a
iq)(
∑

j≥0 ε
q
j),

i.e.,
‖{ηk}‖`q ≤ (

1

1− aq
)
1
q ‖{εj}‖`q .

De même pour {γk}. Par les mêmes raisonnements, on peut démontrer le cas q = +∞.

1.4 Séries convergentes dans Bs
p,q(Rn) et F s

p,q(Rn)

Cette section est consacré à des estimations du type de Yamazaki [47].

Proposition 1.15. Soient s ∈ R et γ > 1.

(i) Il existe c > 0, telle que

(
∑
j≥0

2sjq‖fj‖qp)
1
q ≤ c sup

|α|≤[n
2
]+1

‖θ(α)‖∞‖f‖Bsp,q(Rn), (1.4)

pour toute fonction θ ∈ C∞(Rn) à support dans γ−1 ≤ |ξ| ≤ γ et toute suite de distributions
(fj)j∈N définie par f̂j(ξ) = θ(2−jξ)f̂(ξ) avec f ∈ S ′(Rn).

(ii) Il existe c > 0, telle que
‖
∑
j≥0

fj‖Bsp,q(Rn) ≤ c(
∑
j≥0

2sjq‖fj‖qp)
1
q , (1.5)

pour toute suite de fonctions (fj)j∈N telle que supp Ffj ⊂ {ξ : γ−12j ≤ |ξ| ≤ γ2j}, pour tout
j ∈ N.

(iii) Pour tout a > 1, il existe c > 0, telle que

‖
∑
j≥0

fj‖F sp,q(Rn) ≤ c‖(
∑
j≥0

2sjq|fj|q)
1
q ‖p (1.6)

pour toute suite de fonctions (fj)j∈N telle que supp Ffj ⊂ {ξ : a−12j ≤ |ξ| ≤ a2j}, pour tout
j ∈ N.
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Preuve. (i) Preuve de (1.4). On part de la série

fj =
∑
k≥0

∆kfj, ∀j ∈ N,

nous obtenons
fj =

∑
k≥0

(2knF−1θ(2k·)) ?∆kfj,

avec supp θ(2−k·) ∩ supp f̂j 6= ∅ pout tout |j − k| ≤ N , où N = 2 + [ ln γ
ln 2

].
Nous avons

(1 + |y|2)mF−1θ(y) = (2π)−n
∫
Rn
eix·y(I −∆x)

mθ(x)dx,

alors par l’inégalité de Cauchy-Schwartz et l’égalité de Bessel-Parseval on a

‖F−1θ‖1 ≤ (

∫
supp θ

|(I −∆x)
m
2 θ(x)|2dx)

1
2 (

∫
Rn

(1 + |y|2)−mdy)
1
2

≤ c sup
|α|≤m

‖θ(α)‖∞, avec m = [
n

2
] + 1.

Par l’inégalité de Young on en déduit

‖fj‖p ≤ c(θ)
∑

j−N≤k≤j+N

‖∆kf‖p

≤ c(θ)
+∞∑
k=j

‖∆k−Nf‖p.

On distingue alors trois cas :
Le cas n◦ 1 : s > 0. La Proposition 1.14 donne l’inégalité

(
∑
j≥0

2sjq‖fj‖qp)
1
q ≤ c1(θ)(

∑
k≥0

2skq‖∆k+Nf‖qp)
1
q

≤ 2−sNc1(θ)‖f‖Bsp,q(Rn), (N = 2 + [
ln γ

ln 2
]).

Le cas n◦ 2 : s < 0. De manière analogue on a

2sj‖fj‖p ≤ c(θ)2sj
∑

j−N≤k≤j+N

‖∆kf‖p

≤ c(θ)2−sN2s(j+N)
∑

0≤k≤j+N

2−sk(2sk‖∆kf‖p).
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La Proposition 1.14, permet de conclure.
Le cas n◦ 3 : s = 0. En utilisant l’inégalité de Hölder, il vient

‖fj‖p ≤ c(θ)(
∑

j−N≤k≤j+N

1)
1
q′ (

∑
j−N≤k≤j+N

‖∆kf‖qp)
1
q , (N = 2 + [

ln γ

ln 2
]),

d’où on en déduit

(
∑
j≥0

‖fj‖qp)
1
q ≤ c(θ)(2N + 1)

1
q′ (
∑
j≥0

∑
j−N≤k≤j+N

‖∆kf‖qp)
1
q

= c(θ)(2N + 1)
1
p
+ 1
q′ (
∑
k≥0

‖∆kf‖qp)
1
q

= c1(θ)‖f‖B0
p,q(Rn).

(ii) Preuve de (1.5). On pose
fj =

∑
k≥0

F−1(ψ(2−k·)) ?∆kfj,

où supp ψ(2−k·) ∩ supp f̂j 6= ∅ pour tout |j − k| ≤ N, avec N = 2 + [ ln γ
ln 2

], ce qui donne

2ks‖∆k(
∑
j≥0

fj)‖p ≤
∑

−N≤`≤N

2ks‖∆kfk+`‖p

≤ c(ψ)
∑

−N≤`≤N

2ks‖fk+`‖p.

D’où

(
∑
k≥0

(2ks‖∆k(
∑
j≥0

fj)‖p)q)
1
q ≤ c

∑
−N≤`≤N

(
∑
k≥0

(2ks‖fk+`‖p)q)
1
q

≤ c′(
∑
k′≥0

(2k
′s‖fk′‖p)q)

1
q .

(iii) On utilisons la même méthode comme (ii) pour prouver la relation (1.6).

Proposition 1.16. Si s > 0, on peut remplacer les couronnes γ−12j ≤ |ξ| ≤ γ2j, par les boules
|ξ| ≤ γ2j, dans la Proposition 1.15.

Preuve. Voir [35].
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Proposition 1.17. Soit a > n
min(p,q)

. Alors il existe une constante c > 0, telle que

‖(
∞∑
k=0

2skq|∆?,a
k f |q)

1
q ‖p ≤ c‖f‖F sp,q(Rn),

pour toute f ∈ F s
p,q(Rn).

Preuve. Voir [38, Prop. 2, p. 22].

Proposition 1.18. Soit s > 0, alors

M(F s
p,q(Rn)) ↪→M(F s−[s]

p,q (Rn)) ↪→ L∞.

Preuve. Si φ ∈ M(F s
p,q(Rn)), par la propriété L2 = (F s

p,q(Rn), F−sp′,q′(Rn)) 1
2
,2 ( voir [38, 2.5.2]) on a

φ ∈ M(L2) = L∞. Dans l’autre plongement, on suppose que φ ∈ M(F s
p,q(Rn). Par la propriété

F
s−[s]
p,q (Rn) est un espace d’interpolation entre Lp et F s

p,q(Rn) ( voir [38, Prop. 2.5.1, p. 86]) suivant
la Proposition 1.4 (iv) , on conclut que φ ∈M(F

s−[s]
p,q (Rn)), pour tout s > 0.

Proposition 1.19. Soient s ∈ R et 1 ≤ p, q ≤ ∞, α ∈ Nn, alors l’opérateur de dérivation
∂α envoie continument Bs

p,q(Rn) dans Bs−|α|
p,q (Rn).

Autrement dit, si f ∈ Bs
p,q(Rn) alors ∂αf ∈ Bs−|α|

p,q (Rn).

En particulier, si f ∈ Bs
p,q(R) alors f ′ ∈ Bs−1

p,q (R).

Preuve. On a ‖∆j(∂
αf)‖p = ‖∂α(∆jf)‖p.

D’après l’inégalité de Bernstein (pour p = q), on a

‖∆j(∂
αf)‖p ≤ c2j|α|‖∆jf‖p,

d’où
‖2j(s−|α|)‖∆j(∂

αf)‖p‖`q ≤ c‖2js‖∆jf‖p‖`q .

i.e.,
‖∂αf‖

B
s−|α|
p,q (Rn) ≤ c‖f‖Bsp,q(Rn).

Proposition 1.20. Soient s ∈ R+ \ N, α ∈ Nn (|α| ≤ [s]) et φ ∈ M(F s
p,q(Rn)). Alors ∂αφ est un

multiplicateur de F s−[s]+|α|
p,q (Rn) dans F s−[s]

p,q (Rn). Autrement dit

‖(∂αφ)f‖
F
s−[s]
p,q (Rn) ≤ c‖φ‖M(F sp,q(Rn))‖f‖F s−[s]+|α|

p,q (Rn),

pour tout f ∈ D(Rn).

Preuve. Voir [38].

c©2021, N. FERAHTIA Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.



1.5. LES ESPACES DE TYPE DE BESOV BS,τ
P,Q(R

N ) 23

1.5 Les espaces de type de Besov Bs,τ
p,q (Rn)

Dans cette section, on va étudier des espaces, nommés de type de Besov Bs,τ
p,q (Rn), où s, τ ∈ R

et p, q ∈]0,+∞].

1.5.1 Cubes dyadiques

Pour définir les espaces de type de Besov, on a besoin de définir les cubes dyadiques.

Définition 1.11. [40] Pour certains k = (k1, k2, ..., kn) ∈ Zn et certains j ∈ Z, le cube dyadique de
longueur du côté 2−j est le sous-ensemble de Rn défini par

Pj,k = {x ∈ Rn : 2−jki ≤ xi < 2−j(ki + 1), i = 1, ..., n}.

• La collection de tous les cubes dyadiques sera désignée par

Q = {Pj,k : j ∈ Z, k ∈ Zn}.

• Pour un cube dyadique donné P , le nombre `(P ) est sa longueur de côté, et on pose
jP = − log2 `(P ), P ∈ Q.

Proposition 1.21. Pour tout j ∈ Z, on a Rn = ∪k∈ZnPj,k.

Preuve. Pour tout x ∈ Rn et j ∈ Z, on a

2−j[xi] ≤ xi ≤ 2−j([xi] + 1), i = 1, ..., n. (1.7)

Pour j fixé, [xi] est le seul entier vérifiant (1.7), autrement dit chaque point x ∈ Rn est contenu
dans un et un seul cube dyadique de longueur de côté 2−j .

1.5.2 La définition de Bs,τ
p,q (Rn) et F s,τ

p,q (Rn) et quelques propriétés élémen-

taires

Définition 1.12. [40] Soient 0 < p, q ≤ ∞ et s, τ ∈ R. L’espace de type de Besov Bs,τ
p,q (Rn) est

l’ensemble de toute f ∈ S ′(Rn) telle que

‖f‖Bs,τp,q (Rn) = sup
P∈Q

1

|P |τ
(

∞∑
j=max(jP ,0)

[

∫
P

(2sj|∆jf(x)|)pdx]
q
p )

1
q <∞.
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Définition 1.13. [40] Soient 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞ et s, τ ∈ R. L’espace de type de Lizorkin-Triebel
F s,τ
p,q (Rn) est l’ensemble de toute f ∈ S ′(Rn) telle que

‖f‖F s,τp,q (Rn) = sup
P∈Q

1

|P |τ
(

∫
P

[
∞∑

j=max(jP ,0)

2sjq|∆jf(x)|q]
p
q dx)

1
p <∞.

Remarque 1.3. Les espaces Bs,τ
p,q (Rn) et F s,τ

p,q (Rn) sont des espaces quasi-Banach pour
0 < p, q < 1 et de Banach pour min(p, q) ≥ 1.

Proposition 1.22. Soient 0 < p, q ≤ ∞ et s, τ ∈ R ( 0 < p < ∞ pour le cas de l’espace de type de
Lizorkin-Triebel ).

(i) Dans le cas τ < 0, en considérant |P | −→ ∞, nous obtenons évidemment Es,τ
p,q = {0},

E ∈ {B, F}.

(ii) Pour τ = 0 on a Es,0
p,q = Es

p,q, E ∈ {B, F}.

(iii) Nous avons toujours Bs,τ
p,p(Rn) = F s,τ

p,p (Rn), 0 < p <∞, 0 < q ≤ ∞, et s, τ ∈ R.

(iv) Si (τ > 1
p
et 0 < q <∞) ou (τ = 1

p
et q =∞), alors on a

Bs,τ
p,q (Rn) = B

s+nτ−n
p

∞,∞ (Rn),

où B
s+nτ−n

p
∞,∞ (Rn) est l’espace de Hölder.

Preuve. Voir [49], [48].

Proposition 1.23. Soient s ∈ R, τ ∈ [0,+∞[ et 0 < p, q ≤ ∞. Alors on a

S(Rn) ↪→ Bs,τ
p,q (Rn) ↪→ S ′(Rn).

Preuve. Voir [49].

Maintenant, on rappelle la définition de l’espace de type de Lebesgue Lτp(Rn).

Définition 1.14. [40] Soient 0 < p ≤ ∞ et 0 ≤ τ < ∞. L’espace Lτp(Rn) est lensemble de toutes les
fonctions f ∈ Llocp (Rn) telle que

‖f‖Lτp(Rn) = sup
P∈Q:`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫
P

|f(x)|pdx)
1
p <∞.

Remarque 1.4. (i) L0
p = Lp

(ii) Si τ0 ≤ τ1, alors on a Lτ0p ↪→ Lτ1p

(iii) Lτp ↪→ S ′(Rn), p ≥ 1.
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1.6 Plongements

Dans cette section, on va étudier quelques plongements concernant l’espace de type de Besov
Bs,τ
p,q (Rn), où s, τ ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞.

Proposition 1.24. Soient s, τ ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞, alors on a

(i) Bs,τ
p,q1

(Rn) ↪→ Bs,τ
p,q2

(Rn), avec q1 ≤ q2.

(ii) Bs+ε,τ
p,q (Rn) ↪→ Bs,τ

p,q (Rn), avec ε > 0.

(iii) Bs,τ
p,min(p,q)(R

n) ↪→ F s,τ
p,q (Rn) ↪→ Bs,τ

p,max(p,q)(R
n).

Preuve. (i) On a q1 ≤ q2 =⇒ `q1 ↪→ `q2

i.e.,
∃ c > 0 : ‖(2sj‖∆jf‖Lp(P ))j‖`q2 ≤ c‖(2sj‖∆jf‖Lp(P ))j‖`q1 ,

alors, on a

(
∞∑

j=max(jP ,0)

(2sj‖∆jf‖Lp(P ))
q2)

1
q2 ≤ c(

∞∑
j=max(jP ,0)

(2sj‖∆jf‖Lp(P ))
q1)

1
q1 ,

en multipliant les deux membres par 1
|P |τ , et en passant à la borne supérieure on obtient

‖f‖Bs,τp,q2 ≤ c‖f‖Bs,τp,q1

i.e.,
Bs,τ
p,q1

(Rn) ↪→ Bs,τ
p,q2

(Rn)

(ii) On a ∀ ε > 0 ;

‖f‖Bs,τp,q = sup
P∈Q

1

|P |τ
(

∞∑
j=max(jP ,0)

(2sj‖∆jf‖Lp(P ))
q)

1
q

≤ sup
P∈Q

1

|P |τ
(

∞∑
j=max(jP ,0)

(2(s+ε)j‖∆jf‖Lp(P ))
q)

1
q

≤ ‖f‖Bs+ε,τp,q
.

i.e.,
Bs+ε,τ
p,q (Rn) ↪→ Bs,τ

p,q (Rn).

(iii) Il suffit d’appliquer l’inégalité suivante

(
∞∑
j=0

‖fj‖vp)
1
v ≤ ‖(

∞∑
j=0

|fj|q)
1
q ‖p ≤ (

∞∑
j=0

‖fj‖up)
1
u ,
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avec u = min(p, q) et v = max(p, q), et valable pour toutes les suites (fj)j de fonctions
mesurables.

Proposition 1.25. Soient s ∈ R, τ ∈ [0,+∞[ et 0 < p, q ≤ ∞.

(i) Si 0 < p1 ≤ p2 ≤ ∞, alors

B
s,τ+ 1

p2
− 1
p1

p2,q (Rn) ↪→ Bs,τ
p1,q

(Rn).

(ii) Si τ ∈ [0, 1
p
], alors

Bs
p

1−τp ,q
(Rn) ↪→ Bs,τ

p,q (Rn).

Preuve. (i) On a

‖‖Bs,τp1,q = sup
P∈Q

1

|P |τ
(

∞∑
j=max(jP ,0)

(2sj‖∆jf‖Lp1 (P ))
q)

1
q .

Daprès l’inégalité de Hölder, on a

‖∆jf‖Lp1 (P ) ≤ |P |
1
p1
− 1
p2 ‖∆jf‖Lp2 (P ),

alors, on a

‖f‖Bs,τp1,q ≤ sup
P∈Q

1

|P |τ
|P |

1
p1
− 1
p2 (

∞∑
j=max(jP ,0)

(2sj‖∆jf‖Lp2 (P ))
q)

1
q

≤ sup
P∈Q

1

|P |τ+
1
p2
− 1
p1

(
∞∑

j=max(jP ,0)

(2sj‖∆jf‖Lp2 (P ))
q)

1
q

≤ ‖f‖
B
s,τ+ 1

p2
− 1
p1

p2,q

,

i.e.,

B
s,τ+ 1

p2
− 1
p1

p2,q (Rn) ↪→ Bs,τ
p1,q

(Rn).

(ii) Nous avons Bs,0
p,q(Rn) = Bs

p,q(Rn), alors
pour τ + 1

p2
− 1

p1
= 0 =⇒ p2 = p1

1−τp1 , on a

B
s,τ+ 1

p2
− 1
p1

p2,q (Rn) = Bs
p2,q

(Rn)

i.e.,
Bs

p
1−τp ,q

(Rn) ↪→ Bs,τ
p,q (Rn).
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Proposition 1.26. Soient τ ≥ 0, 0 < q ≤ ∞, et −∞ < s1 < s0 <∞, 0 < p0 < p1 ≤ ∞. Alors

Bs0,τ
p0,q

(Rn) ↪→ Bs1,τ
p1,q

(Rn) si s0 −
n

p0
= s1 −

n

p1
.

Preuve. Voir [49].

1.7 Exemples des fonctions dans l’espace de Besov

Dans cette section, on va donner des exemples des fonctions dans l’espace de Besov.

Exemple 1.1. Soit f = δ ∈ S ′(Rn) ( la masse de Dirac ), on a

∆jf(x) = 2j
∫
Rn
F−1ϕ(2j(x− y))f(y)dy

= < f, 2jF−1ϕ(2j(x− ·)) >,

donc, on a

∆jδ(x) = < δ, 2jF−1ϕ(2j(x− ·)) >

= 2jF−1ϕ(2jx),

alors
‖∆jδ‖p = c2nj(1−

1
p).

Ce qui implique que
2js‖∆jδ‖p = c2nj(1−

1
p
)+js,

pour 1 ≤ q ≤ ∞, on a
(
∑
j≥0

2sjq‖∆jδ‖qp)
1
q = c(

∑
j≥0

2j(n−
n
p
+s)q)

1
q .

Alors la série (
∑

j≥0 2j(n−
n
p
+s)q)

1
q converge si

• n− n
p

+ s < 0 implique s < n
p
− n, alors δ ∈ Bs

p,q(Rn).
• n− n

p
+ s = 0 implique s = n

p
− n, alors

2sj‖∆jδ‖p = c pour j ∈ N

=⇒ sup
j∈N

(2sj‖∆jδ‖p) = c

= ‖δ‖Bsp,∞(Rn).
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Donc δ ∈ Bs
p,q(Rn) si s < n

p
− n, 1 6 p, q 6∞.

δ ∈ Bs
p,∞(Rn) si s = n

p
− n, 1 6 p 6∞, q =∞.

Exemple 1.2. f(x) = vp( 1
x
) (la valeur principal de 1

x
).

On a
f̂(ξ) = −iπsgnξ

et
supp ∆̂jf ⊂ {ξ ∈ R : |ξ| ≤ 2j+1}.

D’après l’inégalité de Bernstein, on obtient

‖∆jf‖p ≤ c12
j( 1

2
− 1
p
)‖∆jf‖2, (p ≥ 2). (1.8)

D’autre part, on a

‖∆jf‖2 = (2π)−
1
2‖∆̂jf‖2, (Plancherel)

= (2π)−
1
2‖ϕ(2−j·)f̂‖2

= c22
j
2 ,

car ϕ ∈ D(R).
Alors l’équation (1.8) devient

‖∆jf‖p ≤ c2j(1−
1
p
), c = c1c2,

d’où
2sj‖∆jf‖p ≤ c2

j(s+ 1
p′ ).

La série
∑

j≥0 2
j(s+ 1

p′ )q, 1 ≤ q ≤ +∞ converge si s < − 1
p′

, ce qui donne f(x) = vp( 1
x
) ∈ Bs

p,q(R) dans
les deux cas suivants s = − 1

p′
, 2 ≤ p ≤ +∞, q = +∞.

s < − 1
p′
, 2 ≤ p ≤ +∞, 1 ≤ q ≤ +∞.
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CHAPITRE 2

GÉNÉRALISATION DE LA PROPRIÉTÉ DE

LOCALISATION DES ESPACES DE BESOV

L
a notion de la propriété de localisation des espaces de Besov, est introduite par G.
Bourdaud [10], où il a démontré que les espaces de Besov Bs

p,q(Rn), avec s ∈ R et
p, q ∈ [1,+∞] tels que p 6= q, ne sont pas localisables en norme `p. Plus précisément,

il a démontré que les espaces de Besov Bs
p,q sont s’injectes dans les espaces de Besov localisés

(Bs
p,q)`p (i.e., Bs

p,q ↪→ (Bs
p,q)`p , pour p ≥ q). Aussi, il a démontré que les espaces de Besov loca-

lisés (Bs
p,q)`p sont s’injectes dans les espaces de Besov Bs

p,q (i.e., (Bs
p,q)`p ↪→ Bs

p,q, pour p ≤ q).
En particulier, J. Peetre [36, p. 149-150] a démontré que l’espace de Besov Bs

p,p est localisable
en norme `p, où `p est l’espace des suites (ak)k telles que ‖(ak)‖`p < ∞. Dans ce chapitre, nous
donnons une généralisation du théorème de Bourdaud de la propriété de localisation des es-
paces de Besov Bs

p,q(Rn) sur l’espace `r, où r ∈ [1,+∞]. Plus précisément, on démontre que
l’espace de Besov Bs

p,q est s’injecte dans l’espace de Besov localisé (Bs
p,q)`r (i.e., Bs

p,q ↪→ (Bs
p,q)`r ,

pour r ≥ max(p, q)). Aussi, on démontre que l’espace de Besov localisé (Bs
p,q)`r est s’injecte dans

l’espace de Besov Bs
p,q (i.e., (Bs

p,q)`r ↪→ Bs
p,q, pour r ≤ min(p, q)). Finalement, on démontre que

l’espace de Lizorkin-Triebel F s
p,q(Rn), où s ∈ R, p ∈ [1,+∞[ et q ∈ [1,+∞], est localisable en

norme `p (i.e., F s
p,q = (F s

p,q)`p).

2.1 Généralités sur les espaces invariants par translations

Définition 2.1. [10] Soit E un espace de Banach de distributions (E.B.D.).
On dit que E est isométriquement invariant par translation si, pour tout a ∈ Rn, l’opérateur de transla-
tion

τaf(x) = f(x− a),

est une isométrie de E sur lui-même.

Pour v ∈ N et f ∈ D, on pose

Pv(f) =
∑
|α|≤v

∫
Rn
|f (α)(x)|dx.

29
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La topologie de l’espace de Fréchet D(K), où K est un compact de Rn, peut être définie à l’aide
de la famille de normes (Pv)v∈N.

Proposition 2.1. Si E est un E.B.D. isométriquement invariant par translation, il existe C > 0 et
v ∈ N tels que, pour tout u ∈ E et tout f ∈ D, on ait

| < u, f > | ≤ C‖u‖EPv(f).

En particulier, E est nécessairement un espace de distributions tempérées.

Preuve. Soit ϕ une fonction vérifiant∑
k∈Zn

ϕ(x− k) = 1, ∀x ∈ Rn

et K le support de ϕ.
Par hypothèse sur E, la forme bilinéaire < u, f > est séparément continue-donc continue- sur
E ×D(K), il existe donc C et v tels que

| < u, f > | ≤ C‖u‖EPv(f) (∀u ∈ E, ∀f ∈ D(K)). (2.1)

L’invariance de E par translation entraîne aussitôt qu’on a encore (2.1).
Pour toute f portée par un translaté de K, pour n’importe quelle f ∈ D, on peut donc écrire

| < u, f > | =
∑
k∈Zn
| < u, τkϕ · f > |

≤ C‖u‖E
∑
k∈Zn

Pv(τkϕ · f)

≤ C ′‖u‖EPv(f).

La dernière inégalité s’obtient en observant que, pour tout α ∈ Nn,

sup
x∈Rn

∑
k∈Zn
|ϕ(α)(x− k)| < +∞.

Proposition 2.2. Si E est unD(Rn)-module isométriquement invariant par translation, il existe C > 0

et v ∈ N tels que, pour tous u ∈ E et f ∈ D, on ait

‖fu‖E ≤ C‖u‖EPv(f),

en particulier, E est aussi un S(Rn)-module.
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Preuve. Il suffit de reprendre celle de la Proposition 2.1, en faisant jouer à l’application bili-
néaire (u, f) 7→ fu le même rôle que la forme bilinéaire < u, f > .

Si E est un S(Rn)-module, toute f ∈ S admet une norme comme multiplicateur de E

‖f‖M(E) = sup{‖fu‖E : ‖u‖E ≤ 1}.

Sous les hypothèses de la Proposition 2.2, on a

‖f‖M(E) ≤ CPv(f),

d’où l’on tire aussitôt

Proposition 2.3. Soient f ∈ S et g ∈ D, sous les hypothèses de la proposition, la fonction x 7→
‖τxg · f‖M(E) est à décroissance rapide quand |x| → +∞.

2.2 Localisation des espaces de distributions

Dans cette section, l’espace de Banach de distributions E sera un D(Rn)-module isométrique-
ment invariant par translation.

Définition 2.2. [10] Un réseau R de Rn est l’ensemble des k1v1 + ... + knvn où k = (k1, ..., kn) ∈ Zn

et (v1, ..., vn) est une base donnée de Rn. Une fonction g ∈ D est dite adaptée au réseauR si l’on a∑
r∈R

g(x− r) = 1, ∀x ∈ Rn.

Proposition 2.4. [10] Soit p ∈ [1,+∞]. Pour une distribution u les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) Il existe un réseauR0 et une fonction g0 adaptée àR0 tels que

(‖τrg0.u‖E)r∈R0 ∈ `p.

(ii) Pour tout réseauR et toute g ∈ S, on a

(‖τrg.u‖E)r∈R ∈ `p.

Preuve. L’implication (i) =⇒ (ii) repose sur le lemme suivant :
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Lemme 2.1. Soit (ur)r∈R0 une famille d’éléments de E, portés respectivement par les boules |x−r| ≤ %,
où % est un nombre positif donné. Alors u =

∑
r∈R0

ur vérifie l’estimation

‖(‖τsg.u‖E)s∈R‖`p ≤ C‖(‖ur‖E)r∈R0‖`p ,

où C ne dépend que de % et de g.

Le lemme admis, il suffit d’écrire
u =

∑
r∈R0

τrg0.u ,

pour obtenir la Proposition 2.4.
Preuve du Lemme 2.1 Soit χ ∈ D telle que χ(x) = 1 pour |x| ≤ %, alors ur = τrχ.ur, de sorte que

‖τsg · u‖E ≤
∑
r∈R0

‖τsg · τrχ‖M(E)‖ur‖E

=
∑
r∈R0

‖g · τr−sχ‖M(E)‖ur‖E,

et l’estimation `p s’obtient en combinant l’inégalité de Young et la Proposition 2.3.

2.3 Localisation des espaces de Besov

Dans cette section, nous donnons une généralisation du théorème de Bourdaud de la propriété
de localisation des espaces de Besov sur l’espace `r, où r ∈ [1,+∞]. On démontre aussi que
l’espace de Lizorkin-Triebel est localisable en norme `p.

Soit E un espace de Banach de distributions. Nous ferons sur l’espace E les hypothèses sui-
vantes :

(1) Invariance par translation ; si on note τx l’opérateur donnée par τxf(t) = f(x− t), alors τx
est une isométrie de E.

(2) Invariance par localisation ; pour tout f ∈ E et tout ϕ ∈ D(Rn), on a ϕf ∈ E.

Fixons ϕ ∈ D(Rn) et considérons les localisées fx = τxϕ · f , il résulte immédiatement des
hypothèses 1 et 2 que la famille (fx)x∈Rn est bornée dans E.
Il se pose alors le problème inverse ; reconstituer la norme de f à partir des normes des fx.
On considère pour cela la classe A des fonctions ϕ ∈ D(Rn) vérifiant∑

k∈Zn
ϕ(x− k) = 1, ∀x ∈ Rn.
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Définition 2.3. [10] Soit E un espace de Banach de distributions, on dit que l’espace E est localisable
en norme `p (1 ≤ p ≤ ∞), s’il existe ϕ ∈ A et une constante c ≥ 1 telle que

c−1‖f‖E ≤ (
∑
k∈Zn
‖τkϕ.f‖pE)

1
p ≤ c‖f‖E.

i.e., E = (E)`p , désignons par (E)`p l’espace des distributions u telles que

‖u‖(E)`p = ‖(‖τkϕ.u‖E)k∈Zn‖`p <∞. (2.2)

Dans le cas où p = +∞, l’expression (2.2) s’écrit sous la forme

‖u‖(E)`∞ = sup
k∈Zn
‖τkϕ.u‖E <∞.

(E)`p est un espace de Banach de distributions, qui d’après la Proposition 2.4, ne dépend ni du
choix du réseau particulier Zn, ni de la fonction ϕ adaptée au réseau.

On peut remplacer au besoin ϕ par une fonction θ ∈ S, convenablement choisie.

Proposition 2.5. [10] Soit S est l’espace de Schwartz, si la fonction θ ∈ S ne s’annule pas sur le
support de ϕ, alors on a

‖u‖(E)`p ∼ ‖(‖τkθ.u‖E)k∈Zn‖`p

Preuve. La minoration de ‖u‖(E)`p résulte de la Proposition 2.4 ((i) =⇒ (ii)).
Dans l’autre sens, on observe que ϕ = gθ, où g ∈ D.
D’où

‖τkϕ.u‖E ≤ ‖τkg.τkθ.u‖E
≤ ‖g‖M(E)‖τkθ.u‖E

Proposition 2.6. [10] Soit N un entier naturel supérieur à s, et λ, µ ∈ S, telles que

(i) µ(ξ) 6= 0, pour |ξ| ≤ 3,

(ii) λ(ξ) 6= 0, pour 1 ≤ |ξ| ≤ 3 et λ(α)(0) = 0 pour |α| < N .

En désignant par Lj(j ≥ 1) les opérateurs de symboles respectifs λ(2−jξ) et par L0 l’opérateur de
symbole µ(ξ), alors on a

‖u‖Bsp,q ∼ ‖(2
js‖Lju‖p)j∈N‖`q .

Preuve. Voir [10] .
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Théorème 2.1. [10] Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Alors l’espace Lp est localisable en norme `p.

Preuve. Il s’agit de montrer que l’opérateur Tϕ : f 7−→ (τkϕ · f)k∈Zn est un isomorphisme de
Lp(Rn) sur un sous-espace fermé de Lp(Rn × Zn).

On introduit pour cela l’opérateur

Sψ((fk)k∈Zn) =
∑
k∈Zn

τkψ · fk,

qui pour un choix convenable de ψ ∈ D(Rn), sera un inverse à droite de Tϕ.
Puisque ϕ est à support compact, il existe c = c(ϕ) > 0 tel que pour tout x ∈ Rn, on a∑

k∈Zn
|ϕ(x− k)| ≤ c,

d’où

‖Tf‖L1(Rn×Zn) =
∑
k∈Zn

∫
Rn
|τkϕ(x)||f(x)|dx

≤ c‖f‖1.

D’autre part, on a

‖Tf‖L∞(Rn×Zn) = sup
k∈Zn,x∈Rn

|ϕ(x− k)f(x)|

≤ ‖ϕ‖∞‖f‖∞.

D’après le théorème de Riesz-Thorin, alors on a l’opérateur Tϕ est continu de Lp(Rn) dans
Lp(Rn × Zn).

i.e.,
(
∑
k∈Zn
‖τkϕ · f‖pp)

1
p ≤ c‖f‖p. (2.3)

La continuité de Sψ de Lp(Rn × Zn) dans Lp(Rn) s’obtient de la même manière, on a

‖Sψ((fk)k∈Zn)‖1 ≤
∑
k∈Zn
‖τkψ · fk‖1

≤ ‖ψ‖∞
∑
k∈Zn
‖fk‖1

= ‖ψ‖∞‖(fk)k∈Zn‖L1(Rn×Zn).
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D’autre part, on a

‖Sψ((fk)k∈Zn)‖∞ ≤ ( sup
k∈Zn
‖fk‖∞) sup

x∈Rn
(
∑
k∈Zn
|ψ(x− k)|).

Où ϕ et ψ sont des fonctions à support compact quelconques.
Maintenant, on suppose que ϕ ∈ A et on choisit ψ de façon que ψ = 1 sur le support de ϕ, alors
on a

f =
∑
k∈Zn

τkϕ · f

=
∑
k∈Zn

τkψ · τkϕ · f

= Sψ((τkϕ · f)k∈Zn),

et la continuité de Sψ de Lp(Rn × Zn) dans Lp(Rn) donne

‖f‖p ≤ c(
∑
k∈Zn
‖τkϕ · f‖pp)

1
p . (2.4)

De les deux inégalités (2.3) et (2.4), on obtient que l’espace Lp est localisable en norme `p.

Théorème 2.2. [10] Soient p, q ∈ [1,+∞], s ∈ R. On a

(i) Bs
p,q ↪→ (Bs

p,q)`p , pour p ≥ q,

(ii) (Bs
p,q)`p ↪→ Bs

p,q, pour p ≤ q.

En particulier, Bs
p,p est localisable en norme `p.

Preuve. Voir [10] .

Il reste à prouver que les inclusions sont strictes, ce qui sera fait dans les deux sous-sections
suivants.

2.3.1 Contre-exemple : le cas p > q

Lemme 2.2. Soient α, β deux réels positifs tels que α < β < 2α, il existe une constante c > 0 telle que,
pour toute famille (uj)j≥0 de fonctions de Lp, à spectres respectifs dans les couronnes α2j ≤ |ξ| ≤ β2j ,
on ait

c−1(
∑
j≥0

2sjq‖uj‖qp)
1
q ≤ ‖

∑
j≥0

uj‖Bsp,q ≤ c(
∑
j≥0

2sjq‖uj‖qp)
1
q

Preuve. L’inégalité de droite est une estimation classique dans les espaces de Besov, voir par
exemple [7, chap. 6]. Soit v ∈ D(Rn) une fonction égale à 1 sur α ≤ |ξ| ≤ β, portée par
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a ≤ |ξ| ≤ b, où
β

2
< a < α < β < b < 2α,

et Vj les opérateurs de symboles respectifs v(2−jξ). On a Vj(uk) = 0 pour k 6= j et Vj(uj) = uj ,
d’où

(
∑
j≥0

2sjq‖uj‖qp)
1
q = (

∑
j≥0

2sjq‖Vj(
∑
k≥0

uk)‖qp)
1
q

≤ c‖
∑
k≥0

uk‖Bsp,q .

(La dernière inégalité est encore une estimation classique [7]).

Preuve. On suppose donc p > q et l’on fait choix d’une famille de nombres positifs (vj,k)j≥0,k∈Zn

telle que
(
∑
k∈Zn

(
∑
j≥0

vqj,k)
p
q )

1
p < +∞, (2.5)

(
∑
j≥0

(
∑
k∈Zn

vpj,k)
q
p )

1
q = +∞. (2.6)

(Par exemple : vj,k = |k|−
n
p
− 1
q (ln |k|)

1
q pour j ≤ |k|, vj,k = 0 sinon).

Soit h ∈ S une fonction positive à spectre dans la boule |ξ| ≤ 1
100

et

fk(x) = (
∑
j≥0

2−jsvj,k exp(i2jπx1))h(x),

f(x) =
∑
k∈Zn

fk(x− k)h(x− k).

Nous allons prouver :
(
∑
k∈Zn
‖fk‖pBsp,q)

1
p < +∞, (2.7)

f /∈ Bs
p,q. (2.8)

La fonction exp(i2jπx1)h à son spectre dans la couronne 3.2j ≤ |ξ| ≤ 4.2j , il résulte donc du
Lemme 2.2

(
∑
k∈Zn
‖fk‖pBsp,q)

1
p ≤ c(

∑
k∈Zn

(
∑
j≥0

vqj,k)
p
q )

1
p ,

et (2.7) est la conséquence de (2.5).
On a

f(x) =
∑
j≥0

2−js exp(i2jπx1)hj(x),
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où hj(x) =
∑

k∈Zn vj,kh
2(x− k), une nouvelle application du Lemme 2.2 conduit à

‖f‖Bsp,q ≥ c(
∑

j≥0 ‖hj‖qp)
1
q , avec

‖hj‖pp =

∫
Rn

(
∑
k∈Zn

vj,kh
2(x− k))pdx

≥
∫
Rn

∑
k∈Zn

vpj,kh
2p(x− k)dx

= ‖h2‖pp(
∑
k∈Zn

vpj,k),

de sorte que (2.8) est la conséquence de (2.6).
En reprenant la preuve de la Proposition 2.4, on déduit facilement de (2.7) que f ∈ (Bs

p,q)`p .

Finalement, nous venons de prouver que l’inclusion Bs
p,q ⊂ (Bs

p,q)`p est stricte.

2.3.2 Contre-exemple : le cas p < q

Preuve. Nous reprenons intégralement les notations du sous-section 2.3.1, en inversant les hy-
pothèses sur (vj,k) :

(
∑
j≥0

(
∑
k∈Zn

vpj,k)
q
p )

1
q < +∞, (2.9)

(
∑
k∈Zn

(
∑
j≥0

vqj,k)
p
q )

1
p = +∞. (2.10)

Alors, ‖f‖Bsp,q ≤ c(
∑

j≥0 ‖hj‖qp)
1
q , avec

‖hj‖p = ‖
∑
k∈Zn

vj,kτk(h
2)‖p

≤ c(
∑
k∈Zn

vpj,k)
1
p ,

d’où f ∈ Bs
p,q.

Nous allons prouver : ∑
k∈Zn
‖τkh · f‖pBsp,q = +∞, (2.11)

il en résultera d’après la Proposition 2.4 que f /∈ (Bs
p,q)`p .

Le Lemme 2.2 fournit la minoration

‖τkh · f‖Bsp,q ≥ c(
∑
j≥0

‖hj · τkh‖qp)
1
q .
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Or

‖τkh · hj‖pp =

∫
Rn

(
∑
l∈Zn

vj,lh
2(x− l)h(x− k))pdx

≥
∫
Rn

∑
l∈Zn

vpj,lh
2p(x− l)hp(x− k)dx

≥ vpj,k

∫
Rn
h3p(x)dx,

ainsi (2.11) est la conséquence de (2.10).

Dans le théorème suivant, on donne une généralisation du théorème de Bourdaud concernant
la propriété de localisations des espaces de Besov sur les espaces `r, en utilisant la Proposition
2.5 et la Proposition 2.6.

Théorème 2.3. [26] Soient p, q, r ∈ [1,+∞], s ∈ R. Bs
p,q et (Bs

p,q)`r sont respectivement les espaces de
Besov et les espaces de Besov localisés. Alors

(i) Bs
p,q ↪→ (Bs

p,q)`r , pour r ≥ max(p, q),

(ii) (Bs
p,q)`r ↪→ Bs

p,q, pour r ≤ min(p, q).

En particulier, Bs
p,p est localisable en norme `p.

Preuve. (i) On montre que

‖u‖(Bsp,q)`r ≤ c‖u‖Bsp,q pour c > 0.

Nous avons d’après Proposition 1.15

‖
∑
j≥0

τkθ.∆ju‖Bsp,q ≤ c(
∑
j≥0

2sjq‖τkθ.∆ju‖qp)
1
q .

D’où, ‖τkθ.u‖rBsp,q ≤ c(
∑∞

j=0 2sjq‖τkθ.∆ju‖qp)
r
q . Donc on a

(
∑
k∈Zn
‖τkθ.u‖rBsp,q)

1
r ≤ c(

∑
k∈Zn

(
∞∑
j=0

2sjq‖τkθ.∆ju‖qp)
r
q )

1
r .

i.e.,
(
∑
k∈Zn
‖τkθ.u‖rBsp,q)

1
r ≤ c(‖(2sj‖τkθ.∆ju‖p)k∈Zn‖`r(`q)). (2.12)

Puisque, r ≥ max(p, q), implique que q ≤ r. Alors d’après l’inégalité de Minkowski on a

‖(2sj‖τkθ.∆ju‖p)k∈Zn‖`r(`q) ≤ ‖(2sj‖τkθ.∆ju‖p)k∈Zn‖`q(`r).
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Donc, nous pouvons voir que l’inégalité (2.12) devient comme suit

(
∑
k∈Zn
‖τkθ.u‖rBsp,q)

1
r ≤ c(‖(2sj‖τkθ.∆ju‖p)k∈Zn‖`q(`r)).

i.e.,

(
∑
k∈Zn
‖τkθ.u‖rBsp,q)

1
r ≤ c(

∞∑
j=0

2sjq(
∑
k∈Zn
‖τkθ.∆ju‖rp)

q
r )

1
q .

Donc,

(
∑
k∈Zn
‖τkθ.u‖rBsp,q)

1
r ≤ c(

∞∑
j=0

2sjq(‖τkθ.∆ju‖`r(Lp))q)
1
q . (2.13)

Nous avons aussi, r ≥ max(p, q) implique que p ≤ r i.e., `p ↪→ `r, alors on a `p(Lp) ↪→ `r(Lp)

i.e.,
‖(τkθ.∆ju)k∈Zn‖`r(Lp) ≤ c‖(τkθ.∆ju)k∈Zn‖`p(Lp).

Donc, nous pouvons voir que l’inégalité (2.13) devient comme suit

(
∑
k∈Zn
‖τkθ.u‖rBsp,q)

1
r ≤ c(

∞∑
j=0

2sjq(‖τkθ.∆ju‖`p(Lp))q)
1
q .

Puisque Lp est localisable en norme `p, alors on a ‖τkθ.∆ju‖`p(Lp) v ‖∆ju‖p. Donc,

(
∑
k∈Zn
‖τkθ.u‖rBsp,q)

1
r ≤ c(

∞∑
j=0

2sjq‖∆ju‖qp)
1
q

≤ c‖u‖Bsp,q

D’où, Bs
p,q ↪→ (Bs

p,q)`r .
(ii) On montre que

‖u‖Bsp,q ≤ c‖u‖(Bsp,q)`r pour c > 0.

Soit u ∈ S ′(Rn). Nous avons

‖Lj(u)‖p = ‖Lj(
∑
k∈Zn

τkϕ.u)‖p

= ‖
∑
k∈Zn

Lj(τkϕ.u)‖p

≤ c(
∑
k∈Zn
‖Lj(τkϕ.u)‖pp)

1
p .

Puisque, r ≤ min(p, q), alors on a `r ↪→ `p i.e.,
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‖(‖Lj(τkϕ.u)‖p)k∈Zn‖`p ≤ c‖(‖Lj(τkϕ.u)‖p)k∈Zn‖`r .

Donc, nous avons

‖Lj(u)‖p ≤ c(
∑
k∈Zn
‖Lj(τkϕ.u)‖pp)

1
p

≤ c(
∑
k∈Zn
‖Lj(τkϕ.u)‖rp)

1
r .

Cela implique que

(
∞∑
j=0

2sjq‖Lju‖qp)
1
q ≤ c(

∞∑
j=0

2sjq(
∑
k∈Zn
‖Lj(τkϕ.u)‖rp)

q
r )

1
q .

i.e.,

(
∞∑
j=0

2sjq‖Lju‖qp)
1
q ≤ c(‖(2sj‖Lj(τkϕ.u)‖p)k∈Zn‖`q(`r)). (2.14)

Puisque, r ≤ min(p, q), implique que r ≤ q, Alors d’après l’inégalité de Minkowski on a

‖(2sj‖Lj(τkϕ.u)‖p)k∈Zn‖`q(`r) ≤ ‖(2sj‖Lj(τkϕ.u)‖p)k∈Zn‖`r(`q).

Donc, nous pouvons voir que l’inégalité (2.14) devient comme suit

(
∞∑
j=0

2sjq‖Lju‖qp)
1
q ≤ c(‖(2sj‖Lj(τkϕ.u)‖p)k∈Zn‖`r(`q)).

i.e.,

(
∞∑
j=0

2sjq‖Lju‖qp)
1
q ≤ c(

∑
k∈Zn

(
∞∑
j=0

2sjq‖Lj(τkϕ.u)‖qp)
r
q )

1
r

≤ c(
∑
k∈Zn
‖τkϕ.u‖rBsp,q)

1
r

≤ c‖u‖(Bsp,q)`r .

D’où, (Bs
p,q)`r ↪→ Bs

p,q.

Remarque 2.1. La généralisation du théorème de Bourdaud donnée par Sickel et Smirnov en 1999 [39]
en utilisant la méthode des ondelettes, le but de ce travail est de généraliser le même théorème de la
propriété de localisation en utilisant une méthode différente.
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Théorème 2.4. [26] Soient s ∈ R, p ∈ [1,+∞[ et q ∈ [1,+∞]. F s
p,q et (F s

p,q)`p sont respectivement les
espaces de Lizorkin-Triebel et les espaces de Lizorkin-Triebel localisés. Alors l’espace F s

p,q est localisable
en norme `p. i.e., F s

p,q = (F s
p,q)`p .

Preuve. (i) (F s
p,q)`p ↪→ F s

p,q

On montre que
‖f‖F sp,q ≤ c‖f‖(F sp,q)`p pour c > 0.

De la Définition 1.4, ‖f‖F sp,q = ‖(
∑∞

j=0 2sjq|∆jf |q)
1
q ‖p. On pose ∆jf =

∑
k∈Zn τkϕ.∆jf , cela im-

plique que

‖f‖F sp,q = ‖(
∞∑
j=0

(
∑
k∈Zn

2sj|τkϕ∆jf |)q)
1
q ‖p.

i.e.,
‖f‖F sp,q = ‖‖2sj(τkϕ∆jf)k∈Zn‖`q(`1)‖p.

Puisque, 1 ≤ q. Alors d’après l’inégalité de Minkowski on a

‖f‖F sp,q = ‖‖2sj(τkϕ∆jf)k∈Zn‖`q(`1)‖p
≤ ‖‖2sj(τkϕ∆jf)k∈Zn‖`1(`q)‖p.

i.e.,

‖f‖F sp,q ≤ c‖
∑
k∈Zn

(
∞∑
j=0

2sjq|τkϕ∆jf |q)
1
q ‖p

≤ c(
∑
k∈Zn
‖(
∞∑
j=0

2sjq|τkϕ∆jf |q)
1
q ‖pp)

1
p .

Donc,
‖f‖F sp,q ≤ c(

∑
k∈Zn
‖τkϕ.f‖pF sp,q)

1
p .

D’où, (F s
p,q)`p ↪→ F s

p,q.
(ii) F s

p,q ↪→ (F s
p,q)`p .

Maintenant, on montre que

‖f‖(F sp,q)`p ≤ c‖f‖F sp,q pour c > 0.
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Soient s ∈ R, p ∈ [1,+∞[ et q ∈ [1,+∞]. Alors on a

(
∑
k∈Zn
‖τkϕ.f‖pF sp,q)

1
p = (

∑
k∈Zn
‖τkϕ

∞∑
j=0

∆jf‖pF sp,q)
1
p

= (
∑
k∈Zn
‖
∞∑
j=0

∆jfτkϕ‖pF sp,q)
1
p .

De la Proposition 1.15, on obtient

(
∑
k∈Zn
‖τkϕ.f‖pF sp,q)

1
p ≤ c(

∑
k∈Zn
‖(
∞∑
j=0

2sjq|∆jfτkϕ|q)
1
q ‖pp)

1
p

≤ c(
∑
k∈Zn
‖τkϕ(

∞∑
j=0

2sjq|∆jf |q)
1
q ‖pp)

1
p .

Puisque Lp est localisable en norme `p, alors on a

(
∑
k∈Zn
‖τkϕ.f‖pF sp,q)

1
p ≤ c‖(

∞∑
j=0

2sjq|∆jf |q)
1
q ‖p

≤ c‖f‖F sp,q .

D’où, F s
p,q ↪→ (F s

p,q)`p .

2.4 Le problème des multiplicateurs

Soit E un espace de Banach de distributions, E aussi est un D(Rn)-module isométriquement
invariant par translations. On supposera de plus que E contient D comme sous-espace dense.
L’espace des multiplicateurs de E (noté M(E)) est l’ensemble des distributions m pour les-
quelles il existe c > 0 tel que

‖mf‖E ≤ c‖f‖E (∀f ∈ D).

M(E) est un E.B.D. pour la norme

‖m‖M(E) = sup{‖mf‖E : f ∈ D, ‖f‖E ≤ 1}.

Si on a E ⊂M(E), la multiplication, définie initialement sur D × E, se prolonge par continuité
à E × E et E devient une algèbre de distributions.

Proposition 2.7. Si E est localisable en norme `p alors M(E) est localisable en norme `∞, si on a de
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plus E ⊂M(E) alors M(E) coïncide avec (E)`∞ .

Preuve. Nous avons

‖τkϕ.m‖M(E) ≤ ‖τkϕ‖E‖m‖M(E)

≤ ‖ϕ‖M(E)‖m‖M(E), ∀k ∈ Zn.

Alors
sup
k∈Zn
‖τkϕ.m‖M(E) ≤ ‖ϕ‖M(E)‖m‖M(E),

d’où, M(E) ⊂ (M(E))`∞ .

Inversement, soit ψ ∈ D telle que ψ(x) = 1 sur le support de ϕ, on a ∀φ ∈ D

‖mφ‖E ≤ c(
∑
k∈Zn
‖τkϕmφ‖pE)

1
p , car E = (E)`p

≤ c(
∑
k∈Zn
‖τk(ϕψ)mφ‖pE)

1
p

≤ c(
∑
k∈Zn
‖τkϕm‖pM(E).‖τkψφ‖

p
E)

1
p , ∀k ∈ Zn.

Alors
‖mφ‖E ≤ c‖φ‖E( sup

k∈Zn
‖τkϕm‖M(E)).

Donc on a ‖mφ‖E‖φ‖E
≤ c supk∈Zn ‖τkϕm‖M(E), cela donne

sup
φ 6=0

‖mφ‖E
‖φ‖E

≤ c sup
k∈Zn
‖τkϕm‖M(E).

D’où (M(E))`∞ ⊂M(E). On suppose maintenant que E ⊂M(E) et on démontre que
M(E) = (E)`∞ .

Soit m ∈ E, d’où ‖m‖M(E) ≤ c‖m‖E , donc

‖τkϕ.m‖M(E) ≤ c‖τkϕ.m‖E, ∀k ∈ Zn.

D’où
sup
k∈Zn
‖τkϕ.m‖M(E) ≤ c sup

k∈Zn
‖τkϕ.m‖E,

i.e., (E)`∞ ⊂ (M(E))`∞ .
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Inversement, si m ∈M(E) on a

‖m‖(E)`∞ = sup
k∈Zn
‖τkϕ.m‖E,

donc on a

sup
k∈Zn
‖τkϕ.m‖E ≤ c sup

k∈Zn
‖τkϕ‖E‖m‖M(E)

≤ c‖m‖M(E),

i.e., M(E) ⊂ (E)`∞ . Et nous avons M(E) = (M(E))`∞ , alors on a

(M(E))`∞ ⊂ (E)`∞ .

Proposition 2.8. Pour 1 ≤ q < p ≤ +∞ et s > 0, M(Bs
p,q) est strictement inclus dans (M(Bs

p,q))`∞ .

Preuve. Voir [10].
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CHAPITRE 3

FONCTIONS QUI OPÈRENT SUR CERTAINS

ESPACES FONCTIONNELS

L
a composition sur certains espaces fonctionnels est un problème qui intéresse par les
mathématiciens depuis les années 1960. Où S. Igari [30] en 1965, a étudié les fonctions
qui opèrent sur l’espace de Sobolev Hs(R) pour 0 < s < 1, où il a trouvé que ce sont

les fonctions localement lipschitziennes et s’annulant à l’origine, si Hs(R) s’injecte dans L∞(R),
les fonctions globalement lipschitziennes et s’annulant à l’origine, siHs(R) ne s’injecte pas dans
L∞(R). Dans ce chapitre, on va étudier les fonctions qui opèrent par composition à gauche sur
certains espaces fonctionnels Es

p,q(Rn) et Es
p,q(Rn,Rm) avec s > 0, m,n ∈ N? et p, q ∈ [1,+∞]. Où

Es
p,q(Rn) désigne les espaces de Besov ou les espaces de Lizorkin-Triebel, etEs

p,q(Rn,Rm) désigne
les espaces de Besov ou les espaces de Lizorkin-Triebel à valeurs vectorielles. La condition
nécessaire a été étudié par G. Bourdaud et D. Kateb [20], [13] et [14], en 2009 S.E. Allaoui [1]
a étudié la cas vectoriel. Pour la condition suffisante W. Sickel, G. Bourdaud et M. Moussai
[23] avec une série des articles ont étudié la condition suffisante, nous sommes généraliser ce
résultat dans le cas vectoriel, et avec une large classe des paramètres.

3.1 Interpolation

L’interpolation est un outil trés important pour l’étude de la continuité d’un opérateur linéaire.
Nous rappelons les résultats connus sur l’interpolation des espaces de Besov d’après les livres
de Berg [6], Peetre [36] et Triebel [42, 43].

Définition 3.1. [36] Soient A0, A1 deux espaces de Banach, 0 < θ < 1. On dit que
a ∈ A[θ] = (A0, A1)θ si et seulement si, il existe f = f(z), z ∈ C, tel que

(i) f(z) est analytique sur la bonde {z ∈ C : 0 < Re(z) < 1} et à valeur dans A0 + A1, continue et
bornée sur la bonde {z ∈ C : 0 ≤ Re(z) ≤ 1},

(ii) f(j + it) (où j = 0, 1) continue sur Aj tel que tend vers 0 si |t| −→ ∞,

(iii) a = f(θ).

45
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On munit A[θ] par la norme

‖a‖A[θ]
= inf

f
max(‖f(iy)‖A0 , ‖f(1 + iy)‖A1).

Remarque 3.1. L’espace A[θ] est appelé un espace d’interpolation de l’exposent θ.

Proposition 3.1. A[θ] est un espace de Banach.

Proposition 3.2. Soient Aj, Bj (j = 0, 1) quatre espaces de Banach, et T un opérateur envoie de A0

dans B0 et de A1 dans B1. Alors T envoie de A[θ] dans B[θ] et

‖T‖A[θ],B[θ]
≤ ‖T‖1−θA0,B0

‖T‖θA1,B1
,

où
‖T‖Aj ,Bj = sup

‖f‖Aj=1

‖T (f)‖Bj .

3.1.1 Quelques inégalités d’interpolation

On va donner maintenant quelques inégalités d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg dans
l’espce de Besov.

Proposition 3.3. Soient s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < θ < 1, alors

Lθp ∩ L∞ ↪→ Lp,

avec
‖f‖p ≤ ‖f‖1−θ∞ ‖f‖θpθ.

Preuve. Soit f ∈ Lθp ∩ L∞, alors on a

(∫
Rn
|f(x)|pdx

) 1
p

=

(∫
Rn
|f(x)|p|f(x)|−θp|f(x)|θpdx

) 1
p

i.e., (∫
Rn
|f(x)|pdx

) 1
p

=

(∫
Rn
|f(x)|p(1−θ)|f(x)|θpdx

) 1
p

.

Puisque f ∈ L∞, donc on a

(∫
Rn
|f(x)|pdx

) 1
p

≤ ‖f‖1−θ∞
(∫

Rn
|f(x)|pθdx

) θ
pθ

,

par conséquent
‖f‖p ≤ ‖f‖1−θ∞ ‖f‖θpθ (3.1)
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Théorème 3.1. Soient s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞ et 0 < θ < 1, alors

B
s
θ
pθ,qθ(R

n) ∩ L∞(Rn) ↪→ Bs
p,q(Rn),

avec
‖f‖Bsp,q(Rn) ≤ c‖f‖1−θ∞ ‖f‖θ

B
s
θ
pθ,qθ(Rn)

Preuve. Soit f ∈ B
s
θ
pθ,qθ(Rn) ∩ L∞(Rn), alors on a

‖f‖Bsp,q(Rn) =

(
∞∑
j=0

2jsq‖∆jf‖qp

) 1
q

. (3.2)

D’après la Proposition 3.3, on a

‖∆jf‖p ≤ ‖∆jf‖1−θ∞ ‖∆jf‖θpθ,

par l’hypothese ‖∆jf‖∞ ≤ c‖f‖∞, on obtient

‖∆jf‖p ≤ c‖f‖1−θ∞ ‖∆jf‖θpθ. (3.3)

En remplacement ‖∆jf‖p par c‖f‖1−θ∞ ‖∆jf‖θpθ dans l’équation (3.2), alors

‖f‖Bsp,q(Rn) ≤

(∑
j≥0

c2jsq‖f‖q(1−θ)∞ ‖∆jf‖qθpθ

) 1
q

,

i.e., (∑
j≥0

c2jsq‖f‖q(1−θ)∞ ‖∆jf‖qθpθ

) 1
q

≤ c‖f‖1−θ∞

(∑
j≥0

2jsq‖∆jf‖qθpθ

) 1
q

≤ c‖f‖1−θ∞

(∑
j≥0

(
2j

s
θ ‖∆jf‖pθ

)qθ) θ
qθ

.

i.e., ‖f‖Bsp,q(Rn) ≤ c‖f‖1−θ∞ ‖f‖θ
B
s
θ
θp,θq(Rn)

.

Proposition 3.4. Pour s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞ et 0 < θ < 1, on a

B
s
θ
pθ,qθ(R

n) ∩B0
∞,∞(Rn) ↪→ Bs

p,q(Rn),
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avec
‖f‖Bsp,q(Rn) ≤ c‖f‖1−θB0

∞,∞(Rn)‖f‖
θ

B
s
θ
θp,θq(Rn)

.

Preuve. La même démonstration que celle du Théorème 3.1.

3.2 Les fonctions à p-variations bornées

Dans cette section, nous rappelons quelques Définitions et propriétés concernant les fonctions
à p-variations bornées.

Définition 3.2. [46] Soit p ∈ [1,+∞[, alors une fonction f : I → R est dite à p−variation bornée, s’il
existe c > 0 telle que

N∑
k=1

|f(tk)− f(tk−1)|p 6 cp,

pour toutes les suites réelles finies t0 < t1 < · · · < tN de I , le minimum de ces constantes c est noté par
νp(f, I). Nous désignons par Vp(I) l’ensemble des fonctions f : I → R à p-variations bornées.

•Nous utiliserons les abréviations Vp = Vp(R) et νp(f) = νp(f,R). En considérant une suite avec
deux termes, on obtient

|f(x)− f(y)| 6 νp(f, I), ∀x, y ∈ I. (3.4)

Par conséquent, toute fonction de Vp(I) est bornée.
• On peut facilement prouver que Vp(I) devient un espace Banach, s’il est muni de la norme
suivante

‖f‖Vp(I) = sup
x∈I
|f(x)|+ νp(f, I), ∀f ∈ Vp(I).

Proposition 3.5. Soient a ∈ I◦ et I1 =]−∞, a[∩I, I2 = [a,∞[∩I .

1. Si f ∈ Vp(I), alors
νpp(f, I1) + νpp(f, I2) ≤ νpp(f, I). (3.5)

2. Si fj ∈ Vp(Ij) pour j = 1, 2, alors la fonction f : I → R telle que f |Ij = fj pour j = 1, 2,
appartient à Vp(I), de plus

νp(f, I) ≤ νp(f1, I1) + νp(f2, I2) + sup
I1

|f1|+ sup
I2

|f2|. (3.6)

Preuve. La première inégalité est évidente.
Pour établir la second, nous prenons une suite finie x0 < x1 < · · · < xN de I avec x0 < a < xN ,
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et définir M par l’inégalité xM−1 < a ≤ xM . Alors

N∑
j=1

|f(xj)− f(xj−1)|p

6
M−1∑
j=1

|f(xj)− f(xj−1)|p + |f(xM)− f(xM−1)|p +
N∑

j=M+1

|f(xj)− f(xj−1)|p

6 νp(f1, I1)
p + νp(f2, I2)

p +

(
sup
I1

|f1|+ sup
I2

|f2|
)p

.

i.e., on a l’inégalité (3.6).

3.2.1 Une propriété de multiplication

Proposition 3.6. L’espace de Banach Vp(I) est un algèbre pour la multiplication ponctuelle des fonc-
tions. De plus

‖fg‖Vp(I) 6 ‖f‖Vp(I)‖g‖Vp(I), ∀f, g ∈ Vp(I). (3.7)

Preuve. Soit x0 < x1 < · · · < xN une suite finie dans I et f, g appartient à Vp(I). Alors on a

(
N∑
j=1

|fg(xj)− fg(xj−1)|p
)1/p

≤

(
N∑
j=1

|f(xj)g(xj)− g(xj−1)|p
)1/p

+

(
N∑
j=1

|g(xj−1)f(xj)− f(xj−1)|p
)1/p

≤
(

sup
I
|f |
)
νp(g, I) +

(
sup
I
|g|
)
νp(f, I).

Par conséquent, ‖fg‖Vp(I) 6 ‖f‖Vp(I)‖g‖Vp(I).

3.3 Caractérisation des fonctions qui opèrent sur les espaces de

Besov ou Lizorkin-Triebel pour s > 0

Dans cette section, on va donner la caractérisation des fonctions qui opèrent, par composition
à gauche sur l’espace de Besov Bs

p,q(Rn) et sur l’espace de Lizorkin-Triebel F s
p,q(Rn), pour s > 0,

p ∈ [1,+∞] et q ∈ [1,+∞], (p < +∞, dans le cas des espaces de Lizorkin-Triebel).
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Définition 3.3. [20] Si f est une fonction de la variable réelle à valeurs réelle, et si E est un espace
fonctionnel, nous dirons que f opère par composition surE, si pour toute fonction g deE, f ◦g appartient
à E.

• Soit Es
p,q(Rn) désigne l’espace de Besov ou de Lizorkin-Triebel. Es

p,q(Rn) est qualifié de sur-
critique s’il s’injecte dans L∞(Rn), de sous-critique dans le cas contraire [14].

Voici la liste exhaustive des espaces sur-critiques [14]

(i) Es
p,q(Rn), pour s > n

p
,

(ii) B
n
p

p,1(Rn), pour p ∈ [1,+∞] (voir [42]),

(iii) F n
1,q(Rn), pour q ∈ [1,+∞] (voir [32]),

(iv) W n,1(Rn).

En fait tous ces espaces s’injectent dans B0
∞,1(Rn), lui-même sous-espace de L∞(Rn).

Théorème 3.2. [14] Soit f : R −→ R, une fonction opérant par composition à gauche sur l’espace
Es
p,q(Rn). Alors

(i) f est lipschitzienne, si Es
p,q(Rn) est sous-critique,

(ii) f est localement lipschitzienne, si Es
p,q(Rn) est sur-critique.

En combinant le théorème avec les caractérisations de Es
p,q(Rn) au moyen de l’opérateur de

différence finie (voir [45]), on obtient ce corollaire.

Corollaire 3.1. [14] Soit s ∈]0, 1[ (s = 1, dans le cas où Es
p,q(Rn) est l’espace de Sobolev W 1,p) et

p < +∞, alors une condition nécessaire et suffisante pour que f opère sur Es
p,q(Rn) est

(i) f lipschitzienne et f(0) = 0, dans le cas sous-critique,

(ii) f localement lipschitzienne et f(0) = 0, dans le cas sur-critique.

Le corollaire s’étend évidemment au cas p = +∞, il suffit d’ignorer la condition f(0) = 0.

3.4 Définitions et propriétés des espaces de Besov

Dans cette section, on va donner maintenant des Définitions et des propriétés concernant l’es-
pace de Besov à valeurs vectorielles.

Soient j ∈ {1, ..., n}, x′ = (x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn) ∈ Rn−1, la fonction f(x′),j(y) est donnée par

f(x′),j(y) = f(x1, ..., xj−1, y, xj+1, ..., xn), ∀y ∈ R.
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Définition 3.4. [5] Pour p ∈ [1,+∞[, on définit l’espace Lp,∞(Rn) comme l’ensemble des fonctions
mesurables f : Rn → R, qui vérifient

‖f‖∞,p =
n∑
j=1

(∫
R
‖f(.),j(y)‖pL∞(Rn−1)dy

)1/p

< +∞ ,

pour tout j = 1, ..., n.

Définition 3.5. Soit la fonction g : Rn → Rm et soit h > 0. Alors

(i) On note νp,m(g, h) la borne supérieure des nombres

n∑
j=1

(
N∑
k=1

‖g(.),j(tk)− g(.),j(tk−1)‖pL∞(Rn−1,Rm)

)1/p

,

pour toute les suites t0 < t1 < ... < tN , telles que tk − tk−1 ≤ h et pour tout k = 1, ..., N.

(ii) La fonction g, est appelée une fonction à p-variation bornée si

‖g‖BVp(Rn,Rm) = sup
h>0

νp,m(g, h) <∞.

(iii) L’espace BV1
p(Rn,Rm) est l’ensemble des fonctions boréliennes u : Rn → Rm, telles que ∂ju ∈

BVp(Rn,Rm), pour tout j = 1, ..., n.On munit l’espace BV1
p(Rn,Rm) de la semi-norme suivante

‖u‖BV1
p(Rn,Rm) =

n∑
j=1

‖∂ju‖BVp(Rn,Rm).

(iv) Si f est une fonction localement intégrable sur Rm, on définit le module de continuité par

Ωp(f, t)j =

(∫
R

sup
0<|h|≤t

‖∆hf(.),j(y)‖pL∞(Rm−1)dy

)1/p

.

Proposition 3.7. Pour tous p > 1, 1/p < s < 1 et q ∈ [1,∞], alors une fonction f appartient à
Bs
p,q(Rm), si et seulement si

‖f‖p +
m∑
j=1

(∫ ∞
0

(
Ωp(f, t)j

ts

)q
dt

t

)1/q

<∞ .

Proposition 3.8. Pour tous p > 1, 1/p < s < 1 et q ∈ [1,∞], il existe c = c(s, p, q,m, n) > 0 telle que

(∫ ∞
0

(
νp,m(g, h)

hs−(1/p)

)q
dh

h

)1/q

≤ c‖g‖Bsp,q(Rn,Rm), g ∈ Bs
p,q(Rn,Rm) .
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Preuve. Par le théorème de plongement de Peetre [22, th. 5] et la Définition 3.4, il existe
c = c(p) > 0, telle que

νp,m(g, h) ≤ c ‖g‖
B

1/p
p,1 (Rn,Rm)

, ∀g ∈ B1/p
p,1 (Rn,Rm) . (3.8)

En raisonnant comme dans la preuve du Proposition 2.2 de [15], nous obtenons

νp,m(g, h) ≤ h1−(1/p) ‖g‖W 1
p (Rn,Rm), ∀h > 0, ∀g ∈ W 1

p (Rn,Rm) . (3.9)

D’après l’inégalité de Hölder, on obtient

‖g(.)(tk)− g(.)(tk−1)‖L∞(Rn−1,Rm) ≤ (tk − tk−1)1−(1/p)
(∫ tk

tk−1
‖g′(.)(x)‖pL∞(Rn−1,Rm)dx

)1/p
,

pour tout g ∈ W 1
p (Rn,Rm).

Si on définit θ ∈]0, 1[ par l’égalité θ(1− (1/p)) = s− (1/p), suivant la Définition 3.5 et [6, 3.1],
on a

Bs
p,q(Rn,Rm) =

(
B

1/p
p,1 (Rn,Rm),W 1

p (Rn,Rm)
)
θ,q
,

par définition, il existe des familles des fonctions (ut)t>0 et (vt)t>0, telles que

g = ut + vt et ‖ut ‖B1/p
p,1 (Rn,Rm)

+ t ‖ vt ‖W 1
p (Rn,Rm) ≤ 2K(t, g), ∀t > 0.

Où, t 7→ K(t, g) est la K-fonctionnelle de g relative au couple (B
1/p
p,1 (Rn,Rm), W 1

p (Rn,Rm))

(voir [6, 3.1] suivant la Définition 3.4). Les inégalités (3.8) et (3.9) donnent aussitôt

h(1/p)−s νp,m(g, h) ≤ c2K(t, g)
(
h(1/p)−s + h1−st−1

)
, ∀h, t > 0 .

Grâce au choix t = h1−(1/p), on conclut que

(∫ ∞
0

(
νp,m(g, h)

hs−(1/p)

)q
dh

h

)1/q

≤ c3

(∫ ∞
0

(
K(h1−(1/p), g)

hs−(1/p)

)q
dh

h

)1/q

= c4

(∫ ∞
0

(
K(t, g)

tθ

)q
dt

t

)1/q

.

3.5 Une propriété de composition dans l’espace de Besov

Dans cette section, on s’intéresse aux opérateurs de composition Tf (g) = f ◦ g sur certains
espaces de Besov à valeurs vectorielles. Nous donnons des conditions suffisantes pour que
l’opérateur Tf opère sur Bs

p,q(Rn,Rm).

c©2021, N. FERAHTIA Localisations sur les espaces de L.T. et composition dans Besov L. U.



3.5. UNE PROPRIÉTÉ DE COMPOSITION DANS L’ESPACE DE BESOV 53

Définition 3.6. [3] L’espace de Besov à valeurs vectorielles Bs
p,q(Rn,Rm) est l’ensemble des fonctions

f : Rn −→ Rm

x 7−→ (f1(x), ..., fm(x))

pour lesquelles les fonctions coordonnées f1, ..., fm appartiennent à Bs
p,q(Rn),

la norme de f dans Bs
p,q(Rn,Rm) étant définie par (

∑m
j=1 ‖fj‖2Bsp,q(Rn))

1
2 .

Lemme 3.1. Soient p ∈ [1,∞], h > 0, a′ = (a1, ..., aj−1, aj+1, ..., an) ∈ Rn−1, et y 7−→ g(a′),j,k(y)

(j = 1, ..., n et k = 1, ...,m) une fonction analytique réelle. Alors

(∫
Il,a′\[sup Il,a′−h,sup Il,a′ ]

‖∆h(∂kf ◦ g)(.)(y)‖pL∞(Rn−1)‖∂kg(.),j,k(y)‖pL∞(Rn−1)dy

)1/p

≤ (ajkl)
1−(1/p)Ωp(∂kf, ajklh),

où le complémentaire de l’ensemble des zéros de ∂kg(a′),j,k est la réunion d’une famille {Il,a′}l∈N d’inter-
valles ouverts disjoints et ajkl = supy∈Il,a′ ‖∂kg(.),j,k(y)‖L∞(Rn−1).

Preuve. On a gl(a′),j,k = g(a′),j,k|Il,a′ est un difféomorphisme de Il,a′ dans gl(a′),j,k(Il,a′).
Posons I ′l := Il,a′\[sup Il,a′ − h, sup Il,a′ ] 6= ∅, il vient alors

|g(a′),j,k(g−1l(a′),j,k(y) + h)− y| ≤ ajklh, pour y ∈ g(a′),j,k(I ′l).

Où, g−1l(a′),j,k est la fonction réciproque de gl(a′),j,k, ce qui donne

(∫
I′l

‖∆h(∂kf ◦ g)(.)(y)‖pL∞(Rn−1)‖∂kg(.),j,k(y)‖pL∞(Rn−1)dy

)1/p

≤

(∫
I′l

‖∂kf(g(.)(y + h))− ∂kf(g(.)(y))‖pL∞(Rn−1)‖∂kg(.),j,k(y)‖pL∞(Rn−1)dy

)1/p

≤ a
1−(1/p)
jkl

(∫
R

sup
0<|t|≤ajklh

‖∂kf(.)(y + t))− ∂kf(.)(y)‖pL∞(Rm−1)dy

)1/p

.

Théorème 3.3. Soient max(
n

p
, 1 +

1

p
) < s < 2, 1 < p ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ m ≤ n avec n ≥ 2, m et n

entiers, et f : Rm → R, une fonction s’annulant à l’origine. Si f ∈ Bs
p,q(Rm) et g ∈ Bs

p,q(Rn,Rm), alors
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Tf (g) ∈ Bs
p,q(Rn). De plus il existe c = c(s, p, q,m, n) > 0 tel que

‖Tf (g)‖Bsp,q(Rn) ≤ c‖∇f‖Bs−1
p,q (Rm,Rm)(1 + ‖g‖Bsp,q(Rn,Rm))

s−(1/p).

Preuve. Étape 1 : Par l’hypothèse sur f , nous obtenons

‖f ◦ g‖p ≤ ‖∇f‖∞‖g‖Lp(Rn,Rm) .

Puisque, ∆h(∂j(f ◦ g))(x) = ∇f ◦ g(x+ h).∆h(∂jg)(x) + ∆h(∇f ◦ g)(x).∂jg(x),

pour tout j = 1, ..., n, donc on obtient

νp,1(∂j(f ◦ g), h) ≤ ‖∇f‖∞νp,m(∂jg, h) + Uj(h),

où,
Uj(h) = ‖∆h(∇f ◦ g).∂jg‖∞,p .

Étape 2 : Nous définissons les intervalles (I ′l)l>0 suivant le Lemme 3.1. La condition q ≥ p per-
mettant d’utiliser l’inégalité de Minkowski, et par le Lemme 3.1, on a

(∫ ∞
0

(
1

h(s−1)p

∑
l

∫
I′l

‖∆h(∂kf ◦ g)(.)(y)‖pL∞(Rn−1)‖∂kg(.),j,k(y)‖pL∞(Rn−1)dy

)q/p
dh

h

)1/q

≤
(∫ ∞

0

(
1

h(s−1)p

∑
l

ap−1jkl Ωp
p(∂kf, ajkl h)

)q/p
dh

h

)1/q

≤

∑
l

(∫ ∞
0

(
1

h(s−1)p
ap−1jkl Ωp

p(∂kf, ajkl h)

)q/p
dh

h

)p/q
1/p

=

(∑
l

a
p−1+(s−1)p
jkl

)1/p (∫ ∞
0

(
Ωp(∂kf, t)

ts−1

)q
dt

t

)1/q

≤ c ‖ ∂kf ‖Bs−1
p,q (Rm)

∑
l

( sup
y∈Il,a′

‖∂kg(.),j,k(y)‖L∞(Rn−1))
s−(1/p) .

Le fait que ∂kg(a′),j,k s’annule aux extrémités de Il,a′ , donc il existe xl ∈ Il,a′∩ [sup Il,a′−h, sup Il,a′ ]
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tel que ∂kg(a′),j,k(xl) = 0, et par l’inégalité 3.8 on obtient∑
l

sup
y∈Il
‖∂kg(.),j,k(y)‖s−(1/p)L∞(Rn−1) =

∑
l

‖∂kg(.),j,k(yl)− ∂kg(.),j,k(xl)‖s−(1/p)L∞(Rn−1)

≤ ‖∂kg‖s−(1/p)BVp(Rn,Rm)

≤ ‖g‖s−(1/p)
B

1+(1/p)
p,1 (Rn,Rm)

.

Maintenant par la condition sp− n > p, on a le plongement

Bs
p,q(Rn,Rm) ↪→ B

1+ n
sp−1

sp−1,1 (Rn,Rm) ↪→ BV1
sp−1(Rn,Rm) . (3.10)

Donc, on conclut que ∑
l

sup
y∈Il
‖∂kg(.),j,k(y)‖s−(1/p)L∞(Rn−1) ≤ c‖g‖s−(1/p)Bsp,q(Rn,Rm) .

Étape 3 : Puisque, |Il,a′ ∩ [sup Il,a′ − h, sup Il,a′ ]| > h, pour tout l ∈ N, on peut appliquer la
Proposition 3.8, on obtient

(∫ ∞
0

(
1

h(s−1)p

∑
l

∫
Il,a′\I′l

‖∆h(∂kf ◦ g)(.)(y)‖pL∞(Rn−1)‖∂kg(.),j,k(y)‖pL∞(Rn−1)dy

)q/p
dh

h

)1/q

≤ c‖∂kf‖∞
(∫ ∞

0

(
1

hs−1−(1/p)
νp,m(∂kg, h)

)q
dh

h

)1/q
≤ c‖∇f‖∞‖g‖Bsp,q(Rn,Rm) .

Par les étapes 1, 2 et 3, et les Propositions 3.7 et 3.8, la preuve du Théorème 3.3 en découle
aussitôt.
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CHAPITRE 4

CARACTÉRISATION CONCRÈTE DES

ESPACES DE BESOV ET DE

LIZORKIN-TRIEBEL LOCALISÉS UNIFORMES

P
uisque la notion de la localisation uniforme jouent un rôle dans l’analyse fonction-
nelle, il y a plusieurs chercheurs qui sont intéresse l’étude dans ce point, et puisque
depuis quelques années la version localisée uniforme d’un espace normé sur Rn est

connue par une fonction auxiliaire ϕ ∈ D(Rn), i.e., on a la relation suivante

sup
a∈Rn
‖(τaϕ)f‖E < +∞,

où τa désigne l’opérateur de translation, et ϕ ∈ D(Rn), positive, non identiquement nulle.
D’après la Proposition 4.5 cité dans ce chapitre, on peut montrer que l’espace localisé uniforme
noté Elu, ne dépend pas du choix de la fonction auxiliaire ϕ. S.E. Allaoui et G. Bourdaud [4],
ont ouvert la voie de la caractérisation concrète dans les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel
localisés uniformes. i.e., ils ont montré que ces espaces sont décrits sans utiliser une fonction
auxiliaire ϕ pour 0 < s ≤ 1. Dans ce chapitre, on va étudier la localisation uniforme sur l’es-
pace de type de Lebesgue Lτp(Rn) et l’espace de type de Besov Bs,τ

p,q (Rn), où nous donnons une
caractérisation concrète des espaces Lτp(Rn)lu avec p ∈ [1,+∞] et τ ≥ 0 et les espaces de type de
Besov Bs,τ

p,q (Rn)lu avec p, q ∈ [1,+∞], τ ∈ R, et 0 < s < 1. i.e., nous montrons que ces espaces,
sont décrits sans utiliser une fonction auxiliaire.

4.1 Espace des multiplicateurs M(E)

Dans cette section, on va étudier le produit de la forme A1 ·A1, où A1 et A2 sont des espaces de
Banach.

Proposition 4.1. On a

(i) (M(E), ‖ · ‖M(E)) est un espace de Banach.
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(ii) Si D(Rn) ⊂M(E), alors M(E) est une algèbre

(i.e., si g1, g2 ∈M(E) =⇒ g1 · g2 ∈M(E)).

Preuve. (i) On montre que ‖ · ‖M(E) définie une norme sur M(E).
On a si ‖g‖M(E) = 0, alors ‖gf‖E = 0, f ∈ C∞ ∩ E, ce qui donne gf = 0.

Soit ϕ ∈ C∞ ∩ E telle que fϕ = f (i.e., ϕ(x) = 1 sur le suppf ), alors
< g, f >=< g, fϕ >=< gf, ϕ >= 0, ∀f ∈ C∞ ∩ E.
D’où, g = 0.

• On a ∀α ∈ R ou C; ‖αg‖M(E) = sup{‖αgf‖E : f ∈ C∞ ∩ E, ‖f‖E ≤ 1}

= |α| sup{‖gf‖E : f ∈ C∞ ∩ E, ‖f‖E ≤ 1}

= |α|‖g‖M(E).

• Pour l’inégalité triangulaire, on a

‖g1 + g2‖M(E) = sup{‖(g1 + g2)f‖E : f ∈ C∞ ∩ E, ‖f‖E ≤ 1}

≤ sup{‖g1f‖E : f ∈ C∞ ∩ E, ‖f‖E ≤ 1}+ sup{‖g2f‖E : f ∈ C∞ ∩ E, ‖f‖E ≤ 1}

≤ ‖g1‖M(E) + ‖g2‖M(E).

• On montre que M(E) est un espace complet.
Soient (gn)n≥0 une suite de Cauchy dans M(E), alors on a

lim
n,m−→∞

‖(gn − gm)f‖E = 0, ∀f ∈ C∞ ∩ E.

Donc, (gnf)n≥0 est une suite de Cauchy dans l’espace completE, alors elle est convergente.
Choisissons f et ϕ ∈ C∞ ∩ E telles que fϕ = f , on a

< gn, f >=< gnf, ϕ >−→< Tf , ϕ >,

donc la suite (gn)n≥0 converge vers une distribution g, de plus

< gf, ϕ >= lim
n−→∞

< gnf, ϕ >=< Tf , ϕ > .

D’où, Tf = gf.

(ii) Soit ϕ ∈ D(Rn) (fixé) qui vaut 1 pour |x| ≤ 1, on pose ϕk(x) = ϕ(x
k
), k ∈ N?.

Nous avons la suite (Ak) définie par Ak = g1(ϕkg2) a une limite A dans D′(Rn).
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En effet, Soient θ, ψ ∈ D lel que θψ = ψ, alors on a

< Ak, ψ >=< g1(ϕkg2), θψ >=< g1(ϕkg2θ), ψ > .

Mais pour k asssez grand ϕkθ = θ, donc à partir de certain rang (i.e., ∃n0 ∈ N : ∀k ≥ n0);

< Ak, ψ > est constante, d’où l’existence de A tel que < A,ψ >= limk−→∞ < Ak, ψ >.
Donnons nous φ ∈ D, on a

< Aφ, ψ > = lim
k−→∞

< g1(ϕkg2)φ, θψ >

= lim
k−→∞

< g1(ϕkg2φθ), ψ >, (ϕkφθ = φθ pour k >> 1)

= < g1(g2φθ), ψ >

= < g1(g2φ), θψ >

= < g1g2φ, ψ > .

i.e., A = g1g2.

Définition 4.1. [7] On dit que f appartient localement uniformément à l’espace E, et on écrit f ∈ Elu,
si ∀ϕ ∈ D(Rn) on a

(a) (τaϕ) · f ∈ E (∀a ∈ Rn),

(b) ∃Cϕ > 0 tel que ‖(τaϕ) · f‖E ≤ Cϕ (∀a ∈ Rn).

Proposition 4.2. Si E est un algèbre, alors

M(E) = Elu

Preuve. Soit g ∈M(E), on a

‖(τaϕ) · g‖E ≤ ‖g‖M(E)‖τaϕ‖E
= ‖g‖M(E)‖ϕ‖E = Cϕ.

D’où, g ∈ Elu.
Inversement, soient f ∈ Elu et ϕ, ψ ∈ D(Rn) telle que ϕψ = ϕ, alors

‖fϕ‖E = ‖(fψ)ϕ‖E
≤ ‖fψ‖E‖ϕ‖E.

Car, fψ = fτ0ψ ∈ E et E est une algèbre, de plus
‖fψ‖E = ‖fτ0ψ‖E ≤ Cψ (par définition),

d’où, ‖fϕ‖E ≤ C‖ϕ‖E , par conséquent f ∈M(E).
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Théorème 4.1. Pour 1 ≤ p ≤ ∞, alors on a

M(Lp) = L∞.

Preuve. Soit A ∈ L∞ et g ∈ Lp, on a

|A(x) · g(x)| ≤ ‖A‖∞|g(x)| p.p.

Donc, Ag ∈ Lp et par conséquent A ∈M(Lp).

Inversement, soit A ∈M(Lp), on a Ag ∈ Lp et ‖Ag‖p ≤ C0‖g‖p, ∀g ∈ Lp.
Prenons g = χE , où E est un ensemble mesurable de Rn. D’après l’inégalité de Hölder on a

|
∫
E

A(x)dx| ≤ ‖A · χE‖p · ‖χE‖p′

≤ C0‖χE‖p · ‖χE‖p′ , car A ∈M(Lp)

≤ C0µ(E).

On obtient, alors
| 1
µ(E)

∫
E
A(x)dx| ≤ C0, pour tout ensemble mesurable de Rn, ce qui implique que A ∈ L∞.

En effet, on sait que

‖f‖∞ = supx∈Rness|A(x)|

= sup‖g‖1=1| < A, g > |, car (L∞)′ = L1.

Pour toute fonction simple g =
∑n

k=1 akχEk , où ak ∈ R et (Ek) des ensembles mesurables de Rn

disjoints deux-à-deux. Nous avons
∑n

k=1 akµ(Ek) = 1, car ‖g‖1 = 1, alors on a

| < A, g > | =
n∑
k=1

ak| < A,χEk > |

≤ C0

n∑
k=1

akµ(Ek) = C0.
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4.2 Définitions et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-

Triebel

On considère les puissances successives de l’opérateur ∆h, définie inductivement par

∆1
h = ∆h et ∆`+1

h = ∆h ◦∆`
h, ∀` ∈ N?.

On vérifie aisément la formule suivante

∆`
hf(x) =

∑̀
j=0

(
`

j

)
(−1)jf(x+ (`− j)h), ` = 1, 2, ...

• Pour tout p ∈ [1,+∞], tout ensemble borélien A de Rn, toute fonction mesurable f sur Rn et
tout t > 0, on pose

ωp,A(f, t) = sup
|h|≤t

(

∫
A

|∆hf(x)|pdx)
1
p ,

ηp,A(f, t) = sup
|h|≤t

(

∫
A

|∆2
hf(x)|pdx)

1
p .

On note simplement ωp = ωp,Rn et ηp = ηp,Rn .

• La norme d’une fonction f dans l’espace de Lebesgue Lp(Rn) est notée ‖f‖p.

Définition 4.2. [4] Soient 0 < s < 1, p, q ∈ [1,+∞]. L’espace de Besov Bs
p,q(Rn) est l’ensemble des

fonctions f vérifiant

‖f‖Bsp,q(Rn) = ‖f‖p + (

∫ 1

0

(t−sωp(f, t))
q dt

t
)
1
q < +∞.

Définition 4.3. [4] Soient 0 < s < 1, 1 ≤ p < +∞ et q ∈ [1,+∞]. L’espace de Lizorkin-Triebel
F s
p,q(Rn) est l’ensemble des fonctions f vérifiant

‖f‖F sp,q(Rn) = ‖f‖p + ‖(
∫ 1

0

(t−s−n
∫
|h|≤t
|∆hf(x)|qdh)q

dt

t
)
1
q ‖p < +∞.

• Rappelons qu’on obtient les mêmes espaces fonctionnels avec des normes équivalentes, en
remplaçant dans la définition précédente, l’intégrale

∫ 1

0
par l’intégrale

∫ r
0

, où r est n’importe
quel réel positif fixé.
Nous posons Es

p,q(Rn) = Bs
p,q(Rn) ou F s

p,q(Rn), avec p, q ∈ [1,+∞] dans le cas de l’espace de
Besov, et p ∈ [1,+∞[, q ∈ [1,+∞] dans le cas de l’espace de Lizorkin-Triebel.

Les espaces d’ordre supérieur à 1 sont, par définition, les espaces de Sobolev basés sur les
espaces d’ordres compris entre 0 et 1.
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Définition 4.4. [4] Soient s > 1 et m l’entier tel que m < s ≤ m + 1. Alors Es
p,q(Rn) est l’ensemble

des fonctions f telles que f (α) ∈ Es−m
p,q (Rn) pour tout |α| ≤ m. De plus l’expression∑

|α|≤m

‖f (α)‖Es−mp,q (Rn)

est une norme équivalente dans Es
p,q(Rn).

Lemme 4.1. [1] Soient s > 0, f : R −→ R, une fonction s’annulant à l’origine telle que Tf = (f ◦ g)

envoie Bs
p,q(Rn) dans Bs

p,∞(Rn). Alors il existe des nombres M > 0 et δ > 0 tels que l’implication

‖g‖Bsp,q(Rn) ≤ δ =⇒ ‖f ◦ g‖Bsp,∞(Rn) ≤M,

soit vérifiée par toute fonction g portée par Q.

Preuve. Voir [1].

Théorème 4.2. [2] Soient s > 0, f : R −→ R. On suppose que Bs
p,q(Rn) * L∞(Rn) ( autrement dit :

s < n
p
ou s = n

p
et q > 1 ). Si Tf envoie Bs

p,q(Rn) dans Bs
p,∞(Rn), alors f est globalement lipschitzienne.

Preuve. Voir [2].

4.3 Localisation d’un espace de distribution

4.3.1 Localisation

Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) dans D′(Rn), est un sous-espace vectoriel E de
D′(Rn) muni d’une norme complète ‖ − ‖E , telle que l’injection canonique E ↪→ D′(Rn) soit
continue.

Définition 4.5. [3] Soit E ⊂ D′(Rn) un espace de Banach de distributions. On dit que l’espace E est
un D(Rn)-module si ϕf ∈ E pour tout ϕ ∈ D(Rn) et tout f ∈ E.

Du théorème du graphe fermé, on a la proposition suivante

Proposition 4.3. [3] Soit E un (E.B.D.) sur Rn. Si E est unD(Rn)-module, alors l’opérateur linéaire
f 7−→ ϕf est borné sur E, pour tout ϕ ∈ D(Rn).

Sous les hypothèses de cette proposition, on pose

‖ϕ‖M(E) = sup{‖ϕf‖
E

: f ∈ E, ‖f‖E = 1}.

Définition 4.6. [3] Soit E un (E.B.D.) sur Rn. On dit q’une distribution f ∈ D′(Rn) appartient
localement à E si ϕf ∈ E pour tout ϕ ∈ D(Rn). L’ensemble des telles distributions est noté Eloc.
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Proposition 4.4. [2] Soit E un (E.B.D.). Si E est un D(Rn)-module et si f ∈ D′(Rn), alors les trois
propriétés suivantes sont équivalentes

(i) f ∈ Eloc.

(ii) Il existe une fonction positive non nulle ϕ0 ∈ D(Rn) telle que (τaϕ0)f ∈ E pour tout a ∈ Rn.

(iii) pour tout a ∈ Rn, il existe une boule ouverte B contenant a et g ∈ E tels que g/B = f/B.

Preuve. Voir [2].

4.3.2 Localisation uniforme

UnE.B.D. est isométriquement invariant par translation si τaf ∈ E et ‖τaf‖E = ‖f‖E pour tout
f ∈ E et tout a ∈ Rn. De plus, si E est un D(Rn)-module, nous avons la propriété suivante

‖τaϕ‖M(E) = ‖ϕ‖M(E), ∀ϕ ∈ D(Rn), ∀a ∈ Rn. (4.1)

Proposition 4.5. [2] Soit E un E.B.D. Si E est un D(Rn)-module isométriquement invariant par
translation, on dit qu’une distribution f appartient localement uniformément à E si l’une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite

(i) Il existe une fonction positive non nulle ϕ0 ∈ D(Rn) telle que (τaϕ0)f ∈ E pour tout a ∈ Rn, et

‖f‖Elu = sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖E < +∞.

(ii) pour tout ϕ ∈ D(Rn), on a (τaϕ)f ∈ E pour tout a ∈ Rn, et

‖f‖Elu = sup
a∈Rn
‖(τaϕ)f‖E < +∞.

L’ensemble des distributions ayant ces propriétés est noté Elu, c’est un D(Rn)-module isométriquement
invariant par translation pour la norme ‖ − ‖Elu .

Preuve. Voir [2].

Remarque 4.1. De la proposition ci-dessus, il résulte qu’à équivalence près, la norme de Elu ne dépend
pas du choix de la fonction ϕ0.

Définition 4.7. [4] Soit E est un E.B.D. et m un entier positif, l’espace de Sobolev Wm(E) d’ordre m
de base E, est l’ensemble des distributions f telles que

Wm(E) = {f ∈ D′(Rn) : f (α) ∈ E, pour tout |α| ≤ m}.
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Wm(E) est un E.B.D. pour la norme

‖f‖Wm(E) =
∑
|α|≤m

‖f (α)‖E.

Proposition 4.6. Soit E un E.B.D. Si E est un D(Rn)-module, isométriquement invariant par trans-
lation, il en est de même pour Wm(E) et on a

(Wm(E))lu = Wm(Elu),

avec des normes équivalentes.

Preuve. Il suffit d’appliquer la formule de Leibniz et la Proposition 4.5.

Proposition 4.7. Soit p ∈ [1,+∞[. Alors une fonction mesurable f sur Rn appartient à Lp(Rn)lu si et
seulement si

sup
a∈Rn

(

∫
B+a

|f(x)|pdx)
1
p < +∞, (4.2)

où B une boule ouverte ( ou un cube ouvert ) dans Rn. De plus, l’expression ci-dessus est équivalente à
la norme ‖f‖Lp(Rn)lu .

Preuve. ⇐=) Supposons que f a la propriété (4.2). En choisissant la fonction ϕ0 ∈ D(Rn) selon
la Proposition 4.5 (i.e., positive, non identiquement nulle) à support dans la boule B, alors on a

‖(τaϕ0)f‖p = (

∫
Rn
|ϕ0(x− a)|p|f(x)|pdx)

1
p

= (

∫
B+a

|ϕ0(x− a)|p|f(x)|pdx)
1
p , car supp ϕ0 ⊂ B

≤ ‖ϕ0‖∞(

∫
B+a

|f(x)|pdx)
1
p , ∀a ∈ Rn.

Ce qui implique que

sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖p ≤ ‖ϕ0‖∞ sup

a∈Rn
(

∫
B+a

|f(x)|pdx)
1
p

< +∞,

cela montre que f ∈ Lp(Rn)lu.

=⇒) Inversement, supposons que f ∈ Lp(Rn)lu (i.e., supa∈Rn ‖(τaϕ)f‖p < +∞). En choisissant
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la fonction ϕ ∈ D(Rn) de telle sorte que ϕ(x) = 1 sur B, alors on a

(

∫
B+a

|f(x)|pdx)
1
p = (

∫
B+a

|f(x)ϕ(x− a)|pdx)
1
p , car ϕ(x) = 1 sur B

≤ (

∫
Rn
|f(x)ϕ(x− a)|pdx)

1
p , car B + a ⊂ Rn

≤ ‖(τaϕ)f‖p, ∀a ∈ Rn.

Ce qui implique que

sup
a∈Rn

(

∫
B+a

|f(x)|pdx)
1
p ≤ sup

a∈Rn
‖(τaϕ)f‖p

< +∞,

i.e., on a la propriété (4.2).

Remarque 4.2. On a
L∞(Rn)lu = L∞(Rn).

4.4 Localisation des espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

Nous avons les formules suivantes, où k ∈ N?, h ∈ Rn et où f et g sont des fonctions quel-
conques

∆h(fg) = (∆hf)(τ−hg) + f(∆hg), (4.3)

∆2
h(fg) = (∆2

hf)(τ−2hg) + (∆2
hg)(τ−hf) + (∆hf)(∆2hg), (4.4)

∆h = 2−k∆2kh −
k−1∑
`=0

2−`−1∆2
2`h, pour tout k ∈ N?. (4.5)

Les deux formules (4.3) et (4.4) sont immédiates, la formule (4.5) s’obtient facilement par récur-
rence sur k.

Lemme 4.2. [2] Pour toute fonction localement intégrable f et pour tout p ∈ [1,+∞], il existe c > 0

tel que

ωp,Q+a(f, t) ≤ ct{(
∫
2Q+a

|f(x)|pdx)
1
p +M | ln t|},

pour tout 0 < t ≤ 1
2

et tout a ∈ Rn, où M = sup0<t≤ 1
2
t−1ηp,Q+a(f, t).

Preuve. Voir [2]
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Lemme 4.3. [2] Il existe c > 0 tel que

sup
0<t≤ 1

2

t−1ηp,Q+a(f, t) ≤ c(

∫ 1

0

(t−1ηp,Q+a(f, t))
q dt

t
)
1
q ,

pour tout a ∈ Rn, p ∈ [1,+∞] et q ∈ [1,+∞[.

Preuve. Voir [2]

Lemme 4.4. Soit 0 < s ≤ 1. Si ∂jf ∈ Es
p,q(Rn)lu pour j = 1, ..., n et f ∈ Lp(Rn)lu, alors

f ∈ Es
p,q(Rn)lu.

Preuve. Étape 1. Le cas 0 < s < 1

Par le plongement
Es
p,q(Rn)lu ↪→ Lp(Rn)lu, (4.6)

les hypothèses sur f implique que f ∈ W 1(Lp(Rn)lu), et d’après la Proposition 4.6 on a
f ∈ (W 1,p(Rn))lu. Puisque on a W 1,p(Rn) ↪→ Es

p,q(Rn) ( dans le cas s < 1), on obtient que
f ∈ Es

p,q(Rn)lu.

Étape 2. Le cas s = 1

Par hypothèse sur f , on a ∂jf ∈ E
1
2
p,q(Rn)lu, pour j = 1, ..., n et f ∈ Lp(Rn)lu. D’après l’étape 1,

on a f ∈ E
1
2
p,q(Rn)lu et on conclut que f ∈ E

3
2
p,q(Rn)lu, qui est lui-même un sous-espace de

E1
p,q(Rn)lu.

Théorème 4.3. [4] Soient s > 0 et p, q ∈ [1,+∞], alors Bs
p,q(Rn)lu est l’ensemble des fonctions

f ∈ Lp(Rn)lu vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement

(i) Dans le cas 0 < s < 1,

sup
a∈Rn

(

∫ 1

0

(t−sωp,Q+a(f, t))
q dt

t
)
1
q < +∞.

De plus l’expression

sup
a∈Rn

(

∫ 1

0

(t−sωp,Q+a(f, t))
q dt

t
)
1
q + ‖f‖Lp(Rn)lu ,

est une norme équivalente sur Bs
p,q(Rn)lu.

(ii) Dans le cas s = 1,

sup
a∈Rn

(

∫ 1

0

(t−1ηp,Q+a(f, t))
q dt

t
)
1
q < +∞.

De plus l’expression

sup
a∈Rn

(

∫ 1

0

(t−1ηp,Q+a(f, t))
q dt

t
)
1
q + ‖f‖Lp(Rn)lu ,

est une norme équivalente sur B1
p,q(Rn)lu.

Preuve. Voir [4].
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Théorème 4.4. [4] Soient s > 0, 1 ≤ p < +∞ et q ∈ [1,+∞], alors F s
p,q(Rn)lu est l’ensemble des

fonctions f ∈ Lp(Rn)lu vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement

(i) Dans le cas 0 < s < 1,

sup
a∈Rn
‖(
∫ 1

0

(t−s−n
∫
|h|≤t
|∆hf(x)|dh)q

dt

t
)
1
q ‖Lp(Q+a) < +∞.

De plus l’expression

sup
a∈Rn
‖(
∫ 1

0

(t−s−n
∫
|h|≤t
|∆hf(x)|dh)q

dt

t
)
1
q ‖Lp(Q+a) + ‖f‖Lp(Rn)lu ,

est une norme équivalente sur F s
p,q(Rn)lu.

(ii) Dans le cas s = 1,

sup
a∈Rn
‖(
∫ 1

0

(t−1−n
∫
|h|≤t
|∆2

hf(x)|dh)q
dt

t
)
1
q ‖Lp(Q+a) < +∞.

De plus l’expression

sup
a∈Rn
‖(
∫ 1

0

(t−1−n
∫
|h|≤t
|∆2

hf(x)|dh)q
dt

t
)
1
q ‖Lp(Q+a) + ‖f‖Lp(Rn)lu ,

est une norme équivalente sur F 1
p,q(Rn)lu.

Preuve. Voir [4].

4.5 Propriété de composition dans l’espace de Besov localisé

uniforme −τ

Dans cette section, on va étudier une propriété de composition dans l’espace de Besov localisé
uniforme, où on cherche à caractériser les fonctions qui opèrent par composition, sur l’espace
de Besov Bs

p,q(Rn).

Lemme 4.5. [1] On suppose que Bs
p,q(Rn) * L∞(Rn) ( autrement dit : 0 < s < n

p
ou s = n

p
et q > 1),

alors il existe une suite (θν)ν≥1 de fonctions de classe C∞, portées par 4Q, telles que θν(x) = 1 sur le
cube 22−νQ et limν−→+∞ ‖θν‖Bsp,q(Rn) = 0.

Preuve. Voir [1].

Proposition 4.8. [2] Soient s = n
p
> 1 et q > 1, f : R −→ R. Si Tf envoie Bs

p,q(Rn) dans Bs
p,q(Rn),

alors f ′ appartient à Bs−1
p,q (R) localement uniformément.

Preuve. Voir [2].
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4.5.1 Localisation uniforme de l’espace de type de Lebesgue Lτp(Rn)

On va donner maintenant la desciption de lespace Lτp(Rn)lu, où p ∈ [1,+∞] et τ ≥ 0.

Théorème 4.5. Soient p ∈ [1,+∞[ et 0 ≤ τ <∞. Alors une fonction mesurable f sur Rn appartient à
Lτp(Rn)lu si et seulement si

sup
a∈Rn

( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p ) <∞, (4.7)

où P est un cube dyadique de longueur de côté `(P ) ≥ 1. De plus l’expression ci-dessus est équivalente
à la norme ‖f‖Lτp(Rn)lu .

Preuve. ⇐=) Supposons que f a la propriété (4.7) et on montre que f ∈ Lτp(Rn)lu.
i.e., supa∈Rn ‖(τaϕ0)f‖Lτp(Rn) < ∞, où ϕ0 ∈ D(Rn) positive, non identiquement nulle à support
dans le cube P , alors on a

‖(τaϕ0)f‖Lτp(Rn) = sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫
P+a

|ϕ0(x− a)|p|f(x)|pdx)
1
p , car supp ϕ0 ⊂ P

≤ ‖ϕ0‖∞ sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p , ∀a ∈ Rn.

Ce qui implique que

sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖Lτp(Rn) ≤ ‖ϕ0‖∞ sup

a∈Rn
( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p )

< +∞,

i.e., f ∈ Lτp(Rn)lu.
=⇒) Inversement, soit f ∈ Lτp(Rn)lu (i.e., supa∈Rn ‖(τaϕ)f‖Lτp(Rn) < +∞), où
la fonction ϕ ∈ D(Rn) telle que ϕ(x) = 1 sur le cube P , alors on a

sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p = sup

P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫
P+a

|f(x)ϕ(x− a)|pdx)
1
p , car ϕ(x) = 1 sur P

= ‖(τaϕ)f‖Lτp(Rn), ∀ a ∈ Rn.

Alors on a

sup
a∈Rn

( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p ) = sup

a∈Rn
‖(τaϕ)f‖Lτp(Rn)

< +∞,

i.e., on a la propriété (4.7).
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Théorème 4.6. Soit 0 ≤ τ < +∞. Alors on a

Lτ∞(Rn)lu = Lτ∞(Rn).

Preuve. 1) On montre que Lτ∞(Rn) ↪→ Lτ∞(Rn)lu.

Soit f ∈ Lτ∞(Rn), et soit ϕ0 ∈ D(Rn) une fonction positive, non identiquement nulle à support
dans le cube P , alors on a ∀a ∈ Rn

‖(τaϕ0)f‖Lτ∞(Rn) = sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
( sup
x∈P+a

|ϕ0(x− a)f(x)|)

= sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
( sup
x∈P+a

|ϕ0(x− a)| sup
x∈P
||f(x)|)

≤ ‖ϕ0‖∞ sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(sup
x∈P
|f(x)|)

≤ ‖ϕ0‖∞ · ‖f‖Lτ∞(Rn), ∀a ∈ Rn.

Alors on a

sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖Lτ∞(Rn) ≤ ‖ϕ0‖∞ · ‖f‖Lτ∞(Rn)

< +∞

i.e., f ∈ Lτ∞(Rn)lu.

Inversement, on montre que Lτ∞(Rn)lu ↪→ Lτ∞(Rn).

Soit f ∈ Lτ∞(Rn)lu⇐⇒ supa∈Rn ‖(τaϕ0)f‖Lτ∞(Rn) < +∞, avec
ϕ0 ∈ D(Rn) une fonction positive, non identiquement nulle à support dans le cube P . On a

‖f‖Lτ∞(Rn) = sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(sup
x∈P
|f(x)|)

≤ sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(sup
x∈P
|f(x)| sup

x∈P+a
|ϕ0(x− a)|)

≤ sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
( sup
x∈P+a

|ϕ0(x− a)f(x)|)

≤ ‖(τaϕ0)f‖Lτ∞(Rn), ∀a ∈ Rn.

Ce qui implique que

‖f‖Lτ∞(Rn) ≤ sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖Lτ∞(Rn)

< +∞

i.e., f ∈ Lτ∞(Rn).
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Théorème 4.7. Soient p ∈ [1,+∞[ et 0 ≤ τ < +∞, alors on a

(i) L0
p(Rn)lu = Lp(Rn)lu

(ii) Si τ0 ≤ τ1 on a Lτ0p (Rn)lu ↪→ Lτ1p (Rn)lu

Preuve. (i) Il est clair que, pour τ = 0 on a

‖f‖L0
p(Rn)lu = sup

a∈Rn
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p , avec P est un cube dyadique tel que `(P ) ≥ 1

= ‖f‖Lp(Rn)lu

(ii) Soit f ∈ Lτ0p (Rn)lu, alors on a τ0 ≤ τ1 =⇒ |P |τ0 ≤ |P |τ1 , car `(P ) ≥ 1.

i.e., 1
|P |τ1 ≤

1
|P |τ0 . Donc

1

|P |τ1
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p ≤ 1

|P |τ0
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p , pour tout cube dyadique tel que `(P ) ≥ 1.

Ce qui implique que

sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ1
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p ≤ sup

P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ0
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p , pour tout a ∈ Rn.

i.e.,

sup
a∈Rn

( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ1
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p ) ≤ sup

a∈Rn
( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ0
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p ).

Donc, on a

‖f‖Lτ1p (Rn)lu ≤ ‖f‖Lτ0p (Rn)lu

< +∞

i.e., Lτ0p (Rn)lu ↪→ Lτ1p (Rn)lu.

4.5.2 Localisation uniforme des espaces de type de Besov

Dans cette section, on va donner des caractérisations concrètes des versions localisées-uniformes
des espaces de type de Besov Bs,τ

p,q (Rn), où p, q ∈ [1,+∞], τ ∈ R, et 0 < s < 1.
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Théorème 4.8. [40] Soient 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 ≤ τ ≤ 1
p
, M ∈ N, et 0 < s < M . Alors

f ∈ Bs,τ
p,q (Rn) si et seulement si f ∈ Lτp(Rn) et ‖f‖♠

Bs,τp,q (Rn)
<∞, où

‖f‖♠
Bs,τp,q (Rn)

= sup
P∈Q

1

|P |τ
(

∫ 2min(`(P ),1)

0

t−sq sup
t
2
≤|h|<t

(

∫
P

|∆M
h f(x)|pdx)

q
p
dt

t
)
1
q .

De plus, ‖f‖Lτp(Rn) + ‖f‖♠
Bs,τp,q (Rn)

et ‖f‖Bs,τp,q (Rn) sont des normes équivalentes.

Preuve. Voir [49].

Théorème 4.9. Soient 1 ≤ p, q ≤ +∞, 0 ≤ τ ≤ 1
p
, 0 < s < 1. Alors Bs,τ

p,q (Rn)lu est l’ensemble des
fonctions f ∈ Lτp(Rn)lu vérifiant de plus la condition suivante

(i) dans le cas 0 < s < 1,

sup
a∈Rn

( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q ) < +∞.

De plus l’expression

sup
a∈Rn

( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q ) + ‖f‖Lτp(Rn)lu ,

est une norme équivalente sur Bs,τ
p,q (Rn)lu.

Preuve. On peut supposer le cube dyadique P de longueur de côté `(P ) ≥ 1 est la boule unité
de Rn. On fixe les fonctions ϕ0 et ϕ1 dans D(Rn), telles que
• 0 ≤ ϕ0 ≤ 1, ϕ0 est non identiquement nulle et portée par P/4,
• ϕ1(x) = 1 sur 4P .
Supposons on a la condition (i) avec f ∈ Lτp(Rn)lu, et on montre que f ∈ Bs,τ

p,q (Rn)lu

(i.e., supa∈Rn ‖(τaϕ0)f‖Bs,τp,q (Rn) <∞).
Par la formule (4.3) et pour tout a, h ∈ Rn avec |h| ≤ t ≤ 1

2
, on a

(

∫
P+a

|∆h((τaϕ0)f)(x)|pdx)
1
p

≤ (

∫
P+a

|∆hf(x)ϕ0(x+ h− a)|pdx)
1
p + (

∫
P+a

|f(x)|p|∆h(τaϕ0)(x)|pdx)
1
p

≤ (

∫
P+a

|∆hf(x)|pdx)
1
p + t‖∇ϕ0‖∞(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p , ∀ a, h ∈ Rn, et tout cube P.

Donc on a
sup
|h|≤t

(

∫
P+a

|∆h((τaϕ0)f)(x)|pdx)
1
p
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≤ c sup
|h|≤t

(

∫
P+a

|∆hf(x)|pdx)
1
p + t‖∇ϕ0‖∞ sup

a∈Rn
( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫
P+a

|f(x)|pdx)
1
p )

≤ c(ωp,P+a(f, t) + t‖f‖Lτp(Rn)lu)

i.e.,
ωp,P+a((τaϕ0)f, t) ≤ c(ωp,P+a(f, t) + t‖f‖Lτp(Rn)lu),

donc, on a

(

∫ 1
2

0

(t−sωp,P+a((τaϕ0)f, t))
q dt

t
)
1
q ≤ c((

∫ 1
2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q + ‖f‖Lτp(Rn)lu), pour tout cube P.

Alors

sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 1
2

0

(t−sωp,P+a((τaϕ0)f, t))
q dt

t
)
1
q

≤ c( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 1
2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q + ‖f‖Lτp(Rn)lu),

par la condition s < 1, on a

‖(τaϕ0)f‖Bs,τp,q (Rn) ≤ c( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q + ‖f‖Lτp(Rn)lu).

D’après le Théorème 4.5 et la Proposition 4.5, on a

sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖Bs,τp,q (Rn) ≤ c( sup

a∈Rn
( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q ) + ‖f‖Lτp(Rn)lu)

< +∞

i.e., f ∈ Bs,τ
p,q (Rn)lu.

• On suppose maintenant que f ∈ Bs,τ
p,q (Rn)lu (i.e., supa∈Rn ‖(τaϕ1)f‖Bs,τp,q (Rn) <∞).

On a : ∆h((τaϕ1)f)(x) = ∆hf(x) pour tout a ∈ Rn, tout x ∈ P + a et tout |h| ≤ 2.

On a aussi : ωp,P+a(f, t) ≤ ωp,P ((τaϕ1)f, t), pour tout 0 < t ≤ 2.

Alors, on a

(

∫ 2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q ≤ (

∫ 2

0

(t−sωp,P ((τaϕ1)f, t))
q dt

t
)
1
q

i.e.,

sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q ≤ sup

P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 2

0

(t−sωp,P ((τaϕ1)f, t))
q dt

t
)
1
q , ∀ a ∈ Rn.
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Donc, on a

sup
a∈Rn

( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q ) + ‖f‖Lτp(Rn)lu ≤ ‖(τaϕ1)f‖Bs,τp,q (Rn), ∀ a ∈ Rn.

Ce qui implique que

sup
a∈Rn

( sup
P∈Q,`(P )≥1

1

|P |τ
(

∫ 2

0

(t−sωp,P+a(f, t))
q dt

t
)
1
q ) + ‖f‖Lτp(Rn)lu ≤ sup

a∈Rn
‖(τaϕ1)f‖Bs,τp,q (Rn)

< +∞.

i.e., on a la propriété (i).
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Conclusions générales et perspectives

D
ans ce travail, on a généralisé le théorème de Bourdaud de la propriété de locali-

sations des espaces de Besov Bs
p,q(Rn) sur l’espace `r, où s ∈ R, p, q, r ∈ [1,+∞].

Aussi, on a démontré que les espaces de Lizorkin-Triebel F s
p,q(Rn) sont localisables

en norme `p. De plus, on a intéressé aux opérateurs de composition Tf (g) = f ◦ g sur cer-

tains espaces de Besov à valeurs vectorielles, où on a donné des conditions suffisantes pour

que l’opérateur Tf opère sur Bs
p,q(Rn,Rm). Finalement, on a étudié la localisation uniforme sur

l’espace de type de Lebesgue Lτp(Rn) et l’espace de type de Besov Bs,τ
p,q (Rn), où on a caractérisé

concrètement les espaces Lτp(Rn)lu avec p ∈ [1,+∞] et τ ≥ 0 et les espaces de type de Besov

localisés uniformes Bs,τ
p,q (Rn)lu avec p, q ∈ [1,+∞], τ ∈ R, et 0 < s < 1. On a établi que ces

espaces, sont décrits sans utiliser une fonction auxiliaire.

• Les futures travaux sont anticipés dans plusieurs direction. Nous pensons qu’il est important

d’étudier la composition dans l’espace de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes.

Pour cela on peut citer les cinq perspectives suivantes :

Perspective 01

Soient 0 < s < 1, p, q ∈ [1,+∞], f : R −→ R. Si Tf envoie (Bs
p,q ∩ L∞)(Rn)lu dans Bs

p,∞(Rn)lu,

alors f est localement lipschitzienne.

Perspective 02

Soient 0 < s < 1, p, q ∈ [1,+∞], f : R −→ R. On suppose que

Bs
p,q(Rn)lu * L∞(Rn)lu (autrement dit : s < n

p
ou s = n

p
et q > 1). Si Tf envoie Bs

p,q(Rn)lu dans

Bs
p,∞(Rn)lu, alors f est globalement lipschitzienne.
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Perspective 03

Soient 0 < s < 1, p ∈ [1,+∞[ et q ∈ [1,+∞], f : R −→ R. Si Tf envoie (F s
p,q ∩ L∞)(Rn)lu dans

Bs
p,∞(Rn)lu, alors f est localement lipschitzienne.

Perspective 04

Soient 0 < s < 1, p ∈ [1,+∞[ et q ∈ [1,+∞], f : R −→ R. On suppose que

F s
p,q(Rn)lu * L∞(Rn)lu (autrement dit : s < n

p
ou s = n

p
et p > 1). Si Tf envoie F s

p,q(Rn)lu dans

Bs
p,∞(Rn)lu, alors f est globalement lipschitzienne.

Perspective 05

Nous pensons aussi qu’il est important d’étudier la localisation uniforme sur l’espace de type

de Lizorkin-Triebel F s,τ
p,q (Rn), avec q ∈ [1,+∞], p ∈ [1,+∞[, τ ∈ R, et 0 < s < 1. i.e., nous don-

nerons une caractérisation concrète des espaces de type de Lizorkin-Triebel localisés uniformes

F s,τ
p,q (Rn)lu sans utiliser une fonction auxiliaire.
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I n this thesis, we have generalized the Bourdaud theorem of the property of localizations of Besov

spaces Bs
p,q(Rn) on the space `r, where s ∈ R, p, q, r ∈ [1,+∞]. Also, we have proved that the

Lizorkin-Triebel spaces are localizable in the `p norm. Furthermore, we were interested in composition

operators Tf (g) = f ◦g on some Besov spaces with vector valued, where we gave sufficient conditions so

that the operator Tf operates on Bs
p,q(Rn,Rm). Finally, we studied the uniform localization on Lebesgue

type space Lτp(Rn) and the Besov type space Bs,τ
p,q (Rn), where we have characterized concretely these

spaces , i.e., we have shown that Lτp(Rn)lu and Bs,τ
p,q (Rn)lu are described without using an auxiliary func-

tion ϕ, for 0 < s < 1, p, q ∈ [1,+∞], and τ ∈ R.

Keywords : Besov spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Besov type spaces, Composition operators, Uniform

localization.

D ans cette thèse, nous avons généralisé le théorème de Bourdaud de la propriété de localisations des

espaces de BesovBs
p,q(Rn) sur l’espace `r, où s ∈ R, p, q, r ∈ [1,+∞]. Aussi, nous avons démontré

que les espaces de Lizorkin-Triebel sont localisables en norme `p. De plus, on a intéressé aux opérateurs

de composition Tf (g) = f ◦ g sur certains espaces de Besov à valeurs vectorielles, où nous avons donné

des conditions suffisantes pour que l’opérateur Tf opère sur Bs
p,q(Rn,Rm). Finalement, on a étudié la

localisation uniforme sur l’espace de type de Lebesgue Lτp(Rn) et l’espace de type de Besov Bs,τ
p,q (Rn),

où nous avons caractérisé concrètement ces espaces, i.e., on a montré que Lτp(Rn)lu et Bs,τ
p,q (Rn)lu sont

décrits sans utiliser une fonction auxiliaire ϕ, pour 0 < s < 1, p, q ∈ [1,+∞], et τ ∈ R.

Mots-Clés : Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Espaces de type de Besov, Opérateurs de

composition, Localisation uniforme.
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