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Notations

o (e1,€9,...,€,) est la base canonique dans R".
® T -y =1y + ... + T,Y, est le produit scalaire dans R".
e Pour z € R, |z| désigne la norme euclidienne dans R".
o (fxg)(x) = [fpn f( g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.
5if: R" — C, le support de f est noté par supp f.
e D(R™) est'espace des fonctions C*(R") a support compact, D'(R") est 'espace dual de D(R"),
est appelé aussi l'espace des distributions sur R".
e S(R™) est I’'espace de Schwartz, de fonctions C*°(R") a décroissance rapide sur R", le dual
S'(R™) est I’espace des distributions tempérées.
e Si f € L'(R), alors sa transformée de Fourier est :

F(f(2)(€) = / exp(—2miz.£) f(x)dz

et sa transformée de Fourier inverse est :

F©) () = / exp(2riz.€) F(€)de

e g est I'exposant conjugué de p, é + % =1loup e [1,+o0].
e Soit a € R, 7, est 'opérateur de translation définit par 7, f(-) = f(- — a).
e LP(R™) est I'espace des fonctions mesurables f sur R" telles que

Il = ([ 1f@)Pda)? < .
e (7 est 'espace des suites (ay,)y, telles que || (ax)|les = (O o ]ak\q)é < 0.

e (', désigne les fonctions causales continues par morceaux et d’ordre exponentielle.
e F'(s) désigne la transformée de Laplace de la fonction f.
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CHAPITRE 1

LES ESPACES L?

£ es espaces de Lebesgue sont des espaces de Banach, c’est-a-dire des espaces vectoriels
normés complets, dont la définition et 1’étude nécessitent la théorie de 1'intégration.

Dans tout ce chapitre, on se donne une fois pour toutes un espace mesuré (X, M, ).

1.1 Fonctions convexes et inégalités

Définition 1.1. Une fonction f définie sur l'intervalle ouvert |a, b] et a valeurs dans R est dite
convexe si, quels que soient z, y et A tels que

a<xr<b , a<y<b et 0N,

on a
F(A=XNz+Ay) < (1=A)f(z)+ Af(y).

Si — f est convexe, f est dite concave.

Remarques 1.1. 1) Si f est convexe sur |a, b] et si z1, 25 et 23 sont tels que a < 21 < x3 < 23 < b,

f(x2) — f(x1) < f(x3) — f(x2)

To — 1 X3 — T2

ona

2)Si f est convexe et si f’ existe sur |a, b| on en déduit que, pour x; et x5 tels que a < x1 < x5 < b,

ona
fi(@1) < fl(22).

3) Si f est convexe et si f” existe sur |a, b[ on a
f//(x) Z O’

quel que soit z tel que a < = < b.



1.1. FONCTIONS CONVEXES ET INEGALITES 6

Définition 1.2. Soient p et ¢ deux réels appartenant a [1, +o00]. On dit que p et ¢ sont des expo-

sants conjugués si
1 1
4o =1
p q
Cette définition implique 1 < p < coet1 < g < co. Comme p = 1 ona ¢q = 400, ondit que 1 et

(+00) sont des exposants conjugués.

Théoréme 1.1. ( Inégalité de Young ) Soient a et b deux réels positifs, alors on a

1 1
ab < —a? + =b7,
P q

avec p, q €|1, 400 et p, g sont des exposants conjugués.

Preuve. La fonction In z est concave sur |0, +oo|
i.e., In ()\11'1 + AQCL’Q) Z /\1 In (I1> + /\2 In (CCQ) )\1 + )\2 =1.

Dong, pour \; = %,/\2 —ona)\l + )\ = }D é =1.
Onpose z; =a” > 0, 29 = b? > 0, alorson a
1 1 1 1
In <—ap + —bq> > —In(a?)+ —In(b?)
p q b q
> In(a?)? +In (b9
> In(a?)? (b)s
= In(ab)
ie.,
1
ab < =aP + =b.
p q

O]

Théoreme 1.2. ( Inégalité de Holder ) Soit (X, M, i) un espace mesuré, f et g étant deux fonctions
f, g : X — R, mesurables. Alors on a

[ @@t < ([ 1wr aute) )(/Ig ) du() )

oit p et q sont deux exposants conjugués.

Preuve. Si un des deux termes du produit du membre de droite de 1'inégalité est nul ou in-

fini celle-ci étant automatiquement satisfaite, nous pouvons supposer qu’il n’en est pas ainsi.

£(@) S ' C0]
(x 1f @) du(z))? (Jx lg(a)|* dp())

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L?
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F(z) =
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1.1. FONCTIONS CONVEXES ET INEGALITES 7

on a alors

| @) duto) = [ (@) dute) 1.

Siz € X esttel que
0< F(z)<oo et 0<G(x)< oo,

il existe deux nombres réels t et u tels que
F(z) = er et G(z) = ea.

La fonction e” étant convexe, et p et ¢ étant des exposants conjugués, on a

1 u 1 1
erta < Zel 4+ Ze¥,
p q
On en déduit que, pour tout = de X,
Fa)G(e) < - (F@)) +  (G(o))"
En intégrant par rapport a la mesure y, on a
1 p 1 q T
| F@c@ana) < [ F@y )+ [ (@) dut)
S,
p q
ie.,
L 1 P
(Jx If @ du() ([ lg(@)|" du(z))
donc on a .
1 1 |f(z)g(z)| du(z) < 1.
([ |f (@) dp(x))* (fX lg(x |qdu ) /
ie.,

[ @@t < ([ 1wr ) )(/lg ) dp(a) )

Remarque 1.1. Lorsque p = ¢ = 2, I'inégalité de Holder est dans ce cas connue sous le nom,

]

I'inégalité de Cauchy-Schwartz .

Théoreme 1.3. ( Inégalité de Minkowski ) Soit (X, M, i) un espace mesuré, f et g étant deux fonctions

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES SUR £F ET LY 8

fy g: X — R, mesurables. OnaVv 1< p< oo

(/|f T g(@)? dp) ) (/|f W du(a ) (/Ig W du(a )

Preuve. On a

ie.,

[f(@) + g(@)I” < |f(@)]1f (@) + g@)I"™" +lg(@)[1f (@) + g(x)"" (1.1)

E n appliquant I'inégalité de Holder, on a

115 + ol duto) < ( [ 17 dut) )(/\f +gla >)
/'g )1 (x) + ()" dps(x) S(/!g )P dp(x )(/If +g(x pl)

Dong, I'équation (L.I) devient

et

[ 1@+ 9P duta) ((/u P du(a) ) + ([ st duto ))(/u @] " i)

et puisque (p — 1)g = p, alorson a

[ 15+ a@P duo) <</|f P du(a ) #( [ ot ante ))(/u + 9@ du(a >)1.

On deviser les deux membres par ([, |f(z) + g(z)|” du(z)) %, on obtient le résultat cherché. [

1.2 Définitions et propriétés élémentaires sur L’ et L’

1.2.1 lespace L? (X, M, i)

Définition 1.3. Soit p € Ravec 1 < p < 0o, on pose

LP(X) = {f (X, M, ) — (R,B(R), A), festmesurable et /X\f(a:)\pdu(x) < +oo}.

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES SUR £F ET LY 9

On note

1Al = 11£1], = (/X \f(x)l”du(x))p :

on vérifiera que || f||, est une semi-norme.

Cas particulier Si (X, M, p) = (N, P(N), card), on note (7 = {x = (Tp)n>0 : Dy [Ta]” < 00},
1
avec lanorme [z, = [l]l, = (3= |7nl")7 -

Remarque 1.2.

fell & ||fll, <4ooet mesurable, car
p

fell < / |f(x)]P du(x) < +00 et mesurable
X

= (/ \f(2) du(x)) ’ < 400 et mesurable
X

& || fll, < +oo et mesurable.

Définition 1.4. On dit qu'une fonction mesurable f : X — R est essentiellement bornée s’il
existe M > 0 tel que |f(z)| < M p. p.

e, w({r e X :|f(x)| > M})=0.

On note par
L2(X) ={f: X =R, fmesurable telle que IM >0 : | f(x)| < M p. p. sur X}.
On note aussi, || f|| s« = || fllo = supzexess|f(x)| =inf{M :|f(x)] < M p.p. sur X} .
Lemme 1.1. Soit f € L™ (X, M, u), alors
[f @) <|[fllo p-p- sur X,

de sorte que || f||., = inf {M : |f(x)| < M p. p.}. Autrement dit, || f||__ est une borne atteinte.

Remarque 1.3. 1) avec la notation précédente, || f| ., = || /]|, = (fx [f(@) du(x))% les inégalités
de Holder et Minkowski s’écrivent

£ -9l < 151, gl inégalité de Holder.

1f+gll, <IIfIl, + llgll,, inégalité de Minkowski.

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES SUR £F ET LY 10

Corollaire 1.1. Soit p € [1,+0o0], alors LP (X, M, u) est un espace vectoriel sur R et 'application

Il L7 =Ry
fo—=lfl,

est une semi norme.

Preuve. 1) L? est un espace vectoriel sur R
a)VfeLr,Nge Ll = (f+g) e LP
Soient f € LP et g € L7, alors d’apres 1'inégalité de Minkowski, on a

1f+gll, < A1, + Nlgll, (1.2)

Puisque f € LP < ||f||, < ocetg e L7 & |g|, < oo
Done, @2  [1f + gl < /1, + llll, < +oc.

ie, (f+yg)eLr

b)VA e R, Vf e LP = (Af) € L”.Ona

i, = (/. |Af<x>\pdu<x>>‘l°
NI

< 0oQ.

Dong, (Af) € LP.
i.e., L? est un espace vectoriel sur R.

2) [|f|l,, est une semi norme, car

a) || fll, =0

b) [[AfIl, = [ALIA,

O If+gll, <IN, +llgll,, inégalité de Minkowski.
d)Ona

r=o = sl = [ 0P aute))’

= 0

et on a aussi

7, =0 = ([ v@raw) o

= f=0p. p surX.

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES SUR £F ET LY 11

D’ou l'application f + || f||, est une semi norme.
]

Ce résultat suggere de décomposer I'espace L? en classes d’équivalence de la maniere suivante :
nous dirons que deux fonctions f et g appartenant a £? sont équivalentes si || f — g, =0,
i.e., f et g sont presque partout égales.

1.2.2 l'espace L’ (X, M, )
Considérons la relation d’équivalence sur £? (X, M, p) définie par
fRg< f=gpp e, |f—ygl,=0

On note par [f] la classe d’équivalence de f pour cette notation

f] = {g€LP:gRf}
= {gell:f=gpp}

Définition 1.5. Soit p € [1, +oco]. On note L? (X, M, ) le quotient L7 (X, M, ;1) par la relation
d’équivalence R

Lr = A{[f], feL}
— [7/R.

Sion pose |[[f][[, = [|f]|, , on obtient

I/, =0 < |fl,=0
& f=0p.p.
< [fI=10].

On associe L”(X) par les deux opérations

FIP(X) X LP(X) = LP(X) et o:Rx LP(X) — LP(X)

définies par: [f] + [g] = [f +g] et VAe R A[f] =[\f],
on obtient a un nouvelle espace vectoriel (L?(X), +, ) sur le corps R.

Remarque 1.4. 1) On considere les éléments de L?(X) (I'ensemble des classes d’équivalences)

comme des fonctions normales, et on désigne par f au lieu [f].

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES SUR £F ET LY 12

2) l'application,

I, - LP(X) — Ry

7ot =(f !f(:v)!pdu(x));

est une norme sur LP(X).

Théoreme 1.4. (Théoreme de Riesz-Fisher) L'espace de Lebesgue LP (X, M, ) est un espace de Banach
(espace vectoriel normé complet) pour tout p € [1, +oc], avec la norme

v p<os ona |l = ([ 15@F )" 5= +ocona 1l = sup.cxess ).

Preuve. Voir [3]. ]

La convergence dans L”((X, M, ) Soient ( f,,),>0 une suite de fonctions dans L” et f € L”. On

dit que la suite (f,,),>0 converge vers f dans L? et on écrit f, 1 frsilimpioo || fn — fll ,=0.

Exercice 1.1. Soient p, ¢ € [1,+o00] avec = letsoit f € LP([0,+oco[) et g € LI([0,+00[),
calculer
limr i o / f
Solution On a
T T
| rwtids] < [ 15w ds
0 0
+oo
< [ If@g@lds
0

D’apres I'inégalité de Holder, on a

+oo % +0o0 q
< ([ Twwra) ([ )
< [, lgll, -

Donc on a
x)dz <—||f|| gll, -
ie.,

T
limTHJroo%/o flz)g(x)dx =

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”




1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES SUR £F ET LY 13

Corollaire 1.2. L'espace L*(X, M, 1) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

< fig>= /X f(@)g(x)du(z),

oit f,g: X = Ret f,g e L*(X,M,pu).

Inégalité de Cauchy-Schwartz :
L'inégalité de Holder dans le cas p = 2, donne I'inégalité de Cauchy-Schwartz. On a

1 -glly < W fll2 Mgl

[ 5@ dua (/\f!du)</!9\du>,

(< frg > < flly - llgll; -

donc on a

ie.,

Remarque 1.5. Pour p # 2, I'espace LP(X, M, ;1) n’est pas un espace de Hilbert.

Théoreme 1.5. 1) Soit (X, M, u) un espace mesuré finie (i.e., j1(X) < +00) et soit p, q € [1,+00] avec
1 <qg<p,alorsona
LP(X) C LY(X).

2)Sil1 <p <pyona
0t c oo,

Preuve. 1) Supposons que 1 < g < p (car ¢ = p est trivial).

Posonsr =% > 1etr’ tels que 2 + L = 1.

Jiran = [ 15

< +o0,

Soit f € L?, alors ona

ie, (f)1e L.
Et

/X 0 du = u(X)

ie,l1eL".

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES SUR £F ET LY 14

L'inégalité de Holder appliquée a (f)? et 1, on obtient

1
7

[ <aan < (/X\f\qrdu)i</x!1|wdu)r

< ([ 1P .
Ce qui implique que
LFIE < A1 (X)) 7,
alors on a
1£1l, < A1 (u(X))e >,
ie.,

LP(X) C LI(X).
2) On montre que si, p; < p, ona (P C (P
Soit z = (z,)n>0 € " & Z |2, |7 < o0

n=0

i.e., la série est absolument convergente = la série est convergente.

Alors d’apres la condition nécessaire de la convergence d"une série, on a

limp 00y =0 Ve > 0;3dng € N:Vn > ng; |z, <e=1.

pr<p2 = |wa” <|za|™, Vn = ng

o0 oo
— Z |xn|p2 < Z ’xn’IH

n=no n=no
00

= Z |z,|"? < 00,
n=0

ie., x = (Ty)n>0 € (P2,
Pour la premiere inclusion, il suffit de remplacer le couple (py, p2) par (1,p1). ]
Exemple 1.1. Soit

f:(R,BR),N) — (R,B(R),N)

1
r =  f(x)= T A est la mesure de Lebesgue.
T

1) Montrer que f € L*(R) et que f ¢ L'(R).
2) Que peut-on déduire ?

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



1.3. THEOREMES DE DENSITE 15

Solution On a f est continue sur R = f est mesurable.

De plus,

9 1
dr = [ —— 4
/RV(I)l o /H§1+2\33|—|—3:2 v

1
< / de =1
R1+$2
< oo,

dong, f € L*(R).
Mais,

1
/R\f(x)\dw _ /wa‘dx

+o0
0 1 +x
dong, f ¢ L'(R).

2) On en déduit que L*(R) € L*(R), car A(R) = +oc.

dr = 400

Théoréeme 1.6. (Extension du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soient p € [1,+00, (fn)nso une suite d'éléments de LP et g : X — R un élément de LP tels que

(Q) limp 400 fn(2) = f(2) - p.,
(ii) [ fu(x)| < g(x) pp. p-
Alors, f € LP et limy 400 || fu — fIl, =0

Corollaire 1.3. Soient (f,,),>0 une suite d’éléments de L” telle que
> llfall, < +oo.
n=0

Alors, la série Z fn(x) est absolument convergente 1 p. p. De plus, la fonction f(x) = Z ful(z)
n=0

n=0
(définie pu p. p.) appartient a LP et limy, 400 |3 5— fr — I, = 0.

1.3 Théorémes de densité

Nous allons établir que certains ensembles de fonctions particulierement simples sont
denses dans les espaces L.

Définition 1.6. Soit (E, ||-||) un espace normé et £, sous-espace de E, on dit que E, est dense

dans F, s’il existe pour tout f € E et e > 0 un élément f, € Ej tels que || f — fo|l < e

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



1.3. THEOREMES DE DENSITE 16

Théoreme 1.7. Soit (X, M, u) un espace mesuré, l'ensemble E des fonctions étagées définies sur cet
espace, telles que

(VfeE);, p{reX: f(z)#0}) < oo,
est dense dans LP(X),si 1 < p < oo.

Preuve. La définition de 1'ensemble £ implique £ C L*. Soit f une fonction positive appar-
tenant a L” et soit (e,),>0 une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant vers
f.pour toutnona0 <e, < fcequiimplique e, € L” et, par conséquent, e,, € E. En outre,
I'inégalité | f — e,|” < fP permet d’utiliser le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.
On en déduit

limp oo || f — ean = 0.

f appartient donc a I'adhérence de E. Une fonction réelle ( ou complexe ) étant combinaison
linéaire de deux ( ou quatre) fonctions positives, on en déduit que L? coincide avec 'adhérence
de F, ou ce qui est équivalent, que £ est dense dans L”. O

e On donne maintenant quelques résultats concernant la densité dans 1’espace L?, dans le cas
ol X = R et i est la mesure de Lebesgue \.

Définition 1.7. Soit f : R — R une fonction continue, on appelle support de f la fermeture de
l'ouvert {z € R: f(z) # 0}, i.e,

supp f ={z € R: f(z) # O}.

Corollaire 1.4. L'espace vectoriel CO(R) des fonctions continues a support borné sur R est dense dans
LP pour tout p € [1, +o0].

Exemple 1.2. La fonction
eT-s , lx] <1
0 ,|z|>1
appartient a ’espace C?(R), car la fonction est continue sur R, et supp ¢ = [—1, 1].

Corollaire 1.5. L'espace vectoriel C*(R) des fonctions de classe C* a support borné sur R est dense dans

LP pour tout p € [1, +0o0].

Remarques 1.2. 1) k£ étant quelconque, notons qu’en particulier 1'espace des fonctions indéfini-
ment différentiables a support borné sur R (i.e., I'espace des fonctions test, noté D(R)) est dense
dans L? pour tout p € [1, +o0].

2) Les résultats que nous avons obtenus ne sont valables que pour 1 < p < oo. Ainsi, par
exemple la fonction constante f(x) = 1 qui appartient a L n’appartient pas a I'adhérence de
CY(R).

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



1.4. QUELQUES PROPRIETES DE L'ESPACE L” (X) 17

1.4 Quelques propriétés de I’espace L7(X)

Le tableaux ci-dessous donne quelques propriétés de I’espace L ( Réflexibilité, Séparabilité,
Dual de L?).

L'espace LP(X) | Reflexif | Séparable Espace dual
LP,1<p<oo oui oui Lq,aveczlj%—%:l
L non oui L>
L= non non contient strictement L'

Exercice 1.2. 1) Soit (X, M, 1) un espace mesuré, f et g étant deux fonctions appartenant res-

pectivement LP(X) et LI(X) ol p et ¢ sont positifs, montrer que si on pose }J + % =1lona

frgel’(X) et |(fgll, <IfIl, llgll,-

2) Soit maintenant p, ¢ €]1, +o00[ tels que pg > p + ¢, supposons que (f,,)n>0 € L* et (gn)n>0 € L9
tels que
S f et gty

Trouver 'espace convenable de sorte que la suite ( f, g, ),>0 converge dans cet espace ?
Solution 1) On a
ol = [ 191"l d (13)
X

Sl 11 o1 1
Ona.5+5—T:>§+g—1

D’apres 'inégalité de H(glder, on a

@ < 1 fgll = /X I lal di
< /X (1772 du)s ( / (1" )’

X
ILF115 lgllg

IN

ie.,

1Fgll, < WI£1l, llall,

Ona f € I? & f est mesurable et || f||, < 0o, g € L7 & g est mesurable et ||g|, < oo, donc
(f - g) est mesurable et || fg||, < oo, ce qui implique que f - g € L"(X).
2)On a

fogn = F9 = (fa = ) gn—9) + (fa = N)g+ fgn — 9).

D’apres 'inégalité de Minkowski, on a

[fngn = Tl < 1o = F)gn = 9 +[[(Fa = Dgll, + 17 (g0 = 9),.-

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



1.4. QUELQUES PROPRIETES DE LESPACE L¥ (X)) 18

D’apres l'inégalité de Holder, on a

Alors on a

ce qui implique que f,, g, 5 fg pour r = AL
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CHAPITRE 2

TRANSFORMATION DE FOURIER

8 n analyse, la transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non pério-
diques, du développement en série de Fourier des fonctions périodiques. La transforma-
tion de Fourier associe a une fonction intégrable définie sur R et a valeurs réelles ou complexes,
une autre fonction sur R appelée transformation de Fourier dont la variable indépendante peut
s’interpréter en physique comme la fréquence ou la pulsation.

La transformée de Fourier représente une fonction par la densité spectrale dont elle provient,
en tant que moyenne de fonctions trigonométriques de toutes fréquences. La théorie de la me-
sure ainsi que la théorie des distributions permettent de définir rigoureusement la transformée
de Fourier dans toute sa généralité, elle joue un réle fondamental dans I’analyse harmonique.
Lorsqu’une fonction représente un phénomene physique, comme 1’état du champ électroma-
gnétique ou du champ acoustique en un point, on I’appelle signal et sa transformée de Fourier
s’appelle son spectre.

Dans ce chapitre, nous allons étudier la transformée de Fourier des fonctions sommable et aux
carré intégrable, et quelques propriétés et applications pour la résolution des équations inté-
grales et équations aux dérivées partielles.

2.1 Définitions et notations

On note L'(R), I'ensemble des fonctions définies de R dans R, mesurable telles que
Jo lf(z)] dz < +oo0.

Exemples 2.1. 1) la fonction f(z) = ﬁ appartient a L' (R), car f est mesurable et

1
dr = d
Ju@las = [l
1
= R1+x2dx:7r<+oo

19
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2) la fonction g de R dans R définie par g(z) = 2 n’appartient pas a L'(R), de fagon général,

sauf dans le cas de la fonction nulle, les fonctions polyndomes n’appartient pas a L'(R).

Définition 2.1. Soit f € L'(R), on appelle transformée de Fourier de f, la fonction complexe de

la variable réelle ¢ telle que
floy = [ ermsswin, ger
R

Cette intégrale est bien définie puisque |e 2™ f(z)| = |f(z)| et f € L'(R).

On écrira symboliquement, f(£) = F(f(x))(&).

Proposition 2.1. Si f € L'(R), alors ¥ est bornée, continue, f(é’) tend vers 0 quand |§| — o0, et

17l = s

Preuve. On a

Fe) = /Re_mxff(x)dx, £eR.

La fonction sous le signe intégrale est continue pour presque tout = € R et est mesurable pour
tout £ € R. En outre, on a
e (@)] = f(@)], vE € R.

Le second membre appartient a L' (R) et d’apres le théoréme de continuité pour les fonctions

définies par intégrales, la fonction f est continue, par ailleurs on a

Fol < [ @i
= |Ifll,, V¢ €R

ie.,

)
g
I

SUPecRESS ‘f(f)’
111,

—+00.

IN

A

Ce qui montre que f est bornée.
e On montre maintenant que lim|§‘_>+oof(§ ) =0.
On sait que 'espace des fonctions étagées a support borné sur R est dense dans L'(R), i.e.,

Vf € LY(R), 3(pn)n>0 suites de support bornée telles que

Lt .
On = [ & limn 0 HQOn - le = 0.
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Alorson a, p(z) = Z CkX[ag—1,00] (z),
k=1
ce qui implique que

26 = / (> Xyl (2))e 277

k=1

n a
= Z()[k/ 6727Ti$'§dl’
k=1 Ak—1
n .
_ Z W_k(ef%rigak _ 67271'@'50%,1)7
— 2mé
alors on a

261 < (3 ol g

Si €] — oo, 0ona |p(§)| — 0, donc

~

fio)| < |[flo -a@] + 2.

Ce qui implique que lim¢| 4o ‘f(f)’ =0,
ie.,

~

limyg| 100 f(§) = 0.

Exemple 2.1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction porte :

L, Ja| <

NI= D=

0, || >

Solution On a

2
o
|

/ e 2wt (x)dx
R

_ /2 e—27riac-§dm

=

1
2
-1 ] ,
— —mi§ _ mi§
omig )
B 1 efrif - efm‘g)
T owé 2i ’
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2.2. TRANSFORMATION DE FOURIER INVERSE 22

donc, ) )
%(5) _ Sln(ﬂ-g)’ car Sln(e) _ € —2.6
)

, avec 0 = 7€.

2.1.1 Cas particulier1:si f est paire

On sait que e = cos(#) + isin(#), donc l'intégrale de Fourier s’écrit

F(f(x))(&) = / Oo(cos(27rx§) — isin(2mx€)) f(x)dx.

oo
Or, les fonctions x — f(x) cos(2mz€) et x — f(x)sin(2rx) sont respectivement paire et impaire,
donc

“+oo

/Rf(a:) cos(2mz€)dx = 2 i f(z)cos(2mzé)dr et /Rf(x) sin(2rz€)dx = 0.

Dong, si f est paire, F(f(x))(£) est un nombre réel et

+oo

F(f(x)(€) =2 (x) cos(2mwé)du.

0

2.1.2 Cas particulier 2: si f est impaire

De la méme fagon, on montre que si f est impaire, F(f(z))(£) est un nombre imaginaire pur

etona
+o00

F(f(x)(§) = —2i (z) sin(2rz€)dz.

0

2.2 Transformation de Fourier inverse

~

On peut obtenir f(z) a partir de f(¢) par la transformation inverse (dite formule d’'inversion

de Fourier)

f@) = FHFO))
= [ e

us généralement, si f n’est pas continue en z,, on a
Etpl | t ‘est t

+oo Y —
/_ €2ﬂm£f(f)d£ _ f(CU(] + 0) —g f(l'() 0),

ol f(zo+0) et f(zo — 0) sont les limites a droite et a gauche de f(z).
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2.2. TRANSFORMATION DE FOURIER INVERSE 23

1, |z|<a
Exercice 2.1. 1) Trouver la transformée de Fourier de f(x) = o
0, |z] >a

2) En utilisant la transformée de Fourier inverse, calculer l'intégrale fj;o COS(%‘”@;in@m@ de.
+o0 sin(x)d
0 odx.

3) En déduire la valeur de I'intégrale

Solution On a
iy — —2mix-§ d
7€) /R e ()

a
— / 6727ri:p-§dx
—a

1

— — —2mia __ 2mia
omiE \© )
B 1 (627”'(15 _ 67271’1'(15
o€ 21
dong,
~ in(2 0 _ —i0
f(§) = w, car sin(f) = %, avec 0 = 27maé.

2) On a d’apres la formule d’inversion de Fourier

/ )
R

ce qui implique que

L, |z| <a
/(cos(27rx§) + iSiH(Qﬁxf))fA(f)df = %7 lz| = a
R
0, |z|>a
alors on a
1, |z|] <a

/cos(Qm:f) sin(?waﬁ)d§+l./ sin(27rx§) sin(27ra5)d€ —{1 |z[=a 2.1)
A 7'(‘5 e 77'5 2 = .

0, |z|] >a

est une fonction impaire, donc la relation (2.1)) devient

. sin(27z€) sin(27af)
Or, la fonction & — B B

T, |z] <a
cos(2mx€) sin(2ma)
d€=193% lzl=a
R §
0, |z| >a
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2.3. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER 24
3)Pourz =0eta=5-,ona
/ﬂg@df == 2/0+OO Sinf)dg =7
ie., .
2.3 Propriétés de la transformée de Fourier
1) Linéarité Soient f, g € L'(R) eta, 8 € RV C, alors
Flaf(x) + Bg(0))(€) = af(€) + 57 (©)-
Preuve. On a
Flaf(@) + fa@)(©) = [ ™5 (afw)+ Bol)s
— « A e I TEf (p)dx + B /R e~y (1) d
= af(§)+ 69(8)
m
2) Translation Soit f € L'(R) et a € R, alors
Fraf)() = e f(6),
ott (7o f)(x) = f(x - a).
Preuve. Ona
F(flz—a))(E) = /Re_Q’”“"’“ff(as — a)dz, onposey = —a

= [ ay

= e [ e~ f(y)dy

= (e

m
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3) Changement d’échelle Soit f € L'(R) et A\ € R*, alors

Fine) = 575,

ou (hrf)(x) = f(Ax).

Preuve. On a
F(hrf)(€) = / e 2™ f(\r)dr, il y a deux cas
R

a) A > 0, on pose \xz = y < dy = Adz, alors on a

F(FOa)(©) = / s 1)

e f(y)dy

=

Sl = >
=)

Sl

S~—

b) A < 0,alorsona \x =y < dy = \dx

F(FO)(E) = / vk ()

donc on a

4) Modulation Soit f € L'(R) et §, € R, alors

-~

F(eXm0T f(2))(€) = f(E — &)

Preuve. On a

™

—2miz-§ 27r7,§0xf( )

F(Em6m f(2))(€) = /

_ 6727” &— £O)xf

=

=

~

= (f 50)
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O
Remarque 2.1. Si f € L'(R), alors lim, o f(z) = lim, o f(z) = 0.
Proposition 2.2. Soit f € L*(R), supposons que [ est dérivable et que ' € L'(R), alors
F(f/(@))(€) = (2mi€) f(£).
Sien outre, f admet des dérivées jusqu’a 'ordre n qui sont dans L*(R), alors
F(F (@))(€) = (2ri€)" F(€).
Preuve. On a
FR@n© = [ e
R
+oo
= [e7?™C f(2)]T2 + (27i€) / e 2™ f()dw, par partie
= 0+ (2mi&) F(€), car e ¢ f(z) € LY(R).
O

e On peut démontrer par la récurrence que

~

F(f(x))(€) = (2mi€)" F(€).

Proposition 2.3. Soit f € L'(R). Si z.f (x) € L'(R), alors [ est dérivable et I'on a

gf(é) F(=2miz f(x))(E),

si en outre, z" f(z) € L*(R) alors

Preuve. On a

_i 6—27riac~§ )dr
TO =2 [ s

comme |—27iz f(x)e ?*¢| = 27 |z f(z)| et que par hypothese zf(z) € L'(R), alors d’apres le
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théoreme de dérivation sous le signe intégrale,

iA _ i —2miz-£
GO = [ e

_ /R ~2mize” 2" f(2)du
= F(-2mizf(x))(€).

e Plus généralement, si 2" f(z) € L'(R) on peut montrer par la récurrence que

d™ . \n
g5 (© = Fl(2mia) f(@)(€).

2.4 Produit de convolution

Soit f, g € L'(R), alors (f xg) € L'(R) eton a

(f % 9)(x) = / f(t)g(x — tydt.

La transformée de Fourier du produit de convolution est

-~

F((f x9)(@))(€) = (&) - (&)

On peut montrer aussi, que

FH(f*9)(@)(€) = F(f(@)(&) - FHg(2))(8).

Preuve. On a
F((fxg)(@)(©) = / 2 (f « g) (x)de

+0o0 ) +o00
:/ e[ f(t)g(e — t)dt)da.

En appliquant le théoreme de Fubini, alors on a

+00 _ +o0 +oo +oo .
[ e [ et nanie = [ po [ e - nanar

(o)
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Onposey = —t < dy = dx, alors

+o0o +o0
F((f % 9)@)(E) = / ol / e TG () dy ) i

—T—ooo ) = +o0 )
= [ et e
7—?-000 7oo+oo
= e P f(t)dt / e 2TV g (y)dy
= f(©)-5©)

2.5 Formule de Parseval-Plancherel
On a la relation suivante établie par Parseval pour les séries de Fourier et généralisée par
Plancherel (1910) aux transformées de Fourier

—+00 “+o00

P —

f( )g(x)da = F(©)g(&)de.

- —00

Un cas particulier important si f = g,on a

ie.,

Preuve. On a

Exercice 2.2. On considére les fonctions définies sur R par

1 1 T
_— = — h = —
1+ 2% 9(@) 2 —2x + 2% (z) (1+22)%

fx) =
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~ ~

sachant que f (&) = me~2"ll, déterminer §(&) et h(&).

Solution On a g(v) = g5z = 9(v) = =y L, 9(x) = (nf)(x), done G(§) = F((nf)(x))(€)
= g(&) = e7*mW - f(¢)

i.e.,
3(6) = e ime e,
eOna j(135) = grayp = Mz) = 5 f'(2), alors
~ —1
W) = Fl5@)(E)
1
- e
= Zem) -7l
= —iﬂ2§e’2”‘5|.

Proposition 2.4. Soit f € L'(R), alors on a
F@)©) = =€), o f*(a) = f(—a).
Preuve. On a
F(F @) = [ e f(=a)de, onposey = —a & dy = ~da

o

Corollaire 2.1. Soit f € L'(R) telle que f € L'(R). Alors, pour tout z € R on a

-~

FfE)(x) = f(==).

Autrement dit, F(F(f)) = ¥ p. p.

2.6 Exemples usuels

Soit a > 0 fixé, c et d deux réels tels que c < d.

Calcul direct : En appliquant la définition de la transformée de Fourier on a pour tout { € R,
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(i.) ..; ( a ( ))( ) 7-(Cd —T (3+d£ s %
. T 5 J—
X[ ) } M ( ( ) 3 0

sin(maf)

en particulier }'(X[_%%](x))(ﬁ) = Tt

(i) F(e™ " Xj0,+00((2))(€) = srame-

(i) F((1— 22y o) (2))(©) = 225050,
(1) F(e ) oeo(2)(E) = =

v) F e-a*x'>< ) = .

(
(
(
(vi) Flsign(x)e=t)(&) = .
(
(o

(vii) F(e~ )(g) Te~ "
(viii) F(gem)(€) = —
(ix) «7:(@2+I2)(5) = %6’2”“'5‘-

Théoréme 2.1. Soit f € L*(R) telle que f(é‘) =0, alors f =0 p. p.

2.7 Résolution des équations intégrales par la transformée de

Fourier

Une équation intégrale de Fredholm de deuxieme espece est une équation de la forme
+o00
o) = [ Kooy = 1) @2)

ou f et k sont des fonctions données, k(z,y) s’appel le noyau de l'intégrale et ¢(x) c’est la fonc-
tion inconnue. Pour la résoudre il faut que le noyau dépendant de la différence des arguments,
i.e., I'équation (2.2) devient

+oo
o)~ [ ke - p)ewdy = (o) 23)
ce qui implique que
p(z) = (kxp)(z) = f(z).
En appliquant la transformée de Fourier, on obtient

~

P(&) —k(6) - Ble) = f(e), (2.4)
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~

f (&) les transformées de Fourier de p(z), k(x), f(x) respectivement. Sous la
) #

0, I'équation (2.4) devient

~

©
- 7(e)

avec 3(¢), k(¢

)
condition 1 — E

(€

p(&) =

Moyennant la formule d’inversion de Fourier, on obtient

~

7 = e p2mié f(€)
o= [ il

Exercice 2.3. Résoudre I'équation intégrale suivante
o(z) — /\/ el tpt)dt = el X eRet A >0, (2.5)
R

sachant que Flelehy (&) = -2

a?+4n2¢z

Solution On pose f(r) = e~#|, donc I'équation (2.5) devient

p(x) = A(f * o) (x) = f(x).

En appliquant la transformée de Fourier, on obtient

ce qui implique que

doncon a

ie.,

eSi(1—2)\) <0« X > 3, lafonction

2
(1—2)\) + dn2e?’

Er—

n’est pas continue sur R, donc ne peut pas étre la transformée de Fourier d"une fonction inté-
grable, donc I’équation (2.5) n’admet pas de solution.
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¢ Si (1 -2)) >0« A €]0, 3], lafonction § — =557 est continue sur R, donc on a
2
(1 —2)) +4r282
1 2v1 =2\
VI—2) (V1202 + 4n2e2

— T TR g)

V1—=2\

P& =

ie.,

Fle)(©) = Flomss - (e)

Puisque la transformée de Fourier est injective sur L'(R), donc on a

1 . 67\/172)\&'.

p(z) = \/ﬁ

2.8 Extension de la transformée aux fonctions de carré inté-

grable

La définition de la transformée de Fourier donnée par la formule [, e 2™*< f(z)dz n’est pas
directement applicable & une fonction quelconque de L?(R). Toute fois, cette définition convient
lorsque f € L'(R) N L2(R) et on démontre que f appartient aussi a L2(R) et || f||, = H]?Hg . Cette
isométrie de L'(R) N L*(R) dans L?(R) s’étend en une isométrie de L*(R) sur L*(R) et cette
extension permet de définir la transformée de Fourier ( on peut aussi l'appeler la transformée

de Fourier-Plancherel) pour toute fonction f de L*(R).

Théoreme 2.2. (Théoréme de Plancherel) Soit f € L'(R) N LA(R). Alors f € L*(R) et ona

111, = ||,

L'extension de la transformation de Fourier a L?(R) se fait en utilisant la densité (L'(R) N
L*(R),||-|l,) dans L*(R) et la complétion de L*(R). C’est une application du résultat de topo-

logie suivant

Lemme 2.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, F' complet, et G un sous-espace vectoriel
dense dans E. Si u est une application linéaire continue de G dans F, alors il existe un prolongement

unique u linéaire continue de E dans F et la norme de u est égal a la norme de .

D’apres le théoreme de Plancherel (Théoréme F est une isométrie de L'(R) N L*(R) dans
L*(R). En appliquant le Lemme ci-dessus avec £ = F' = L*(R) et G = L'(R) N L*(R), on obtient

le théoréme suivant
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Théoréme 2.3. (Théoréme de Plancherel-Riesz) Il existe une automorphisme unique, qu’on note
aussi F, de L*(R) qui prolonge canoniquement l'isométrie

LYR)NL*(R) — L*(R)

fo=f

De plus pour tout (f, g) € L*(R) x L*(R), on a

L f(f‘l(f)) FE=Sep
2. [, f(x)g(x)dx = fR F(€)3(€)de  Formule de Parseval-Plancherel.
3. l%mA—>+oo ||90A —F(Plly =0 oit pa(§) = Jo e ™" f(2)X[-a,4)(x)dz.

4. limasioo |[Va— fll, =0 ot pa(z f e f(¢ )X[*AyA] (£)de.

Exercice 2.4. On considére les fonctions définies sur R par

flz) = sin;;rx) et g(z) = sin(rz)e ™.

1) Calculer f(£) et en déduire la valeur de I intégrale [~ +°O(5m(” )V2dx

T

2) Calculer §(¢), on rappelle que F(rze ™) (£) = —infe ™,

Solution 1) On sait d’apres 'exemple 2.1| que la transformée de Fourier de la fonction porte
m(x) est

Donc on a

ce qui implique que n(ra)
SIn{mwx

F( )(€) =7(€) car 7 est paire.

T

e On a d’apres la formule de Parseval-Plancherel

[ — [ iera

T
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2)On a

g(z) = sin(rz)e ™

_ sin(mx) e

T
= f(z)-h(z), avech(z)=mze ™"

Donc on a

&
o
SN—
Il
hul
g
&

i.e.,

Théoréeme 2.4. 1. Si(f,g) € L'(R) x L*(R), alors F(f xg) = F(f)F(g).
2. Si(f,g) € L*(R) x L*(R), alors F(f - g) = F(f) = F(g).

2.9 Transformée de Fourier dans L*(R) d’une dérivée

Théoréme 2.5. Soit f € L*(R)
e Si f est continue de classe C* par morceau et telle que f' € L*(R), alors pour tout £ € R,

F(f'(2))(€) = (2mi€) f(£)-

e Si de plus f est de classe C™ par morceau ot m € N* et telle que les dérivées f*) jusqu’a I'ordre m
inclus sont de carré intégrable, alors pour presque tout £ € R et pour tout 1 < k < m,ona

F(fP (@) () = @mie)* f(£).

Exercice 2.5. La transformée de Fourier de la fonction dérivée est-il applicable a la fonction

f(x) = X[—l,l](x)'
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Solution On a f'(z) = 0 p. p., donc f’(f) =0

D’autre part, on a d’apres I'exemple usuel F(x[-11(z))(§) = sin(@r)

o alors

-~

(2i€) F(€) = 2isin(2re),

ie.,

-~

F1(€) # (2mi€) f(€), car

f n’est pas dérivable aux points (1) et (—1).

210 Application a la résolution des équations aux dérivées

partielles

2.10.1 E’quation de la chaleur

Soit une tige homogene (trés mince) et de longueur infinie, isolée de 1’extérieur. On se donne
a l'instant ¢ = 0 la répartition ug(x) = u(0,z) de la température en chaque point de la tige
(x € R) et on cherche a déterminer son évolution u(¢, z) sachant qu’elle vérifie ce qu’on appelle
I’équation de la chaleur

u_Pu—0, (ta)€]0,+oo[xR
uw(0,z) =up(x), xz€R

()

e On suppose que uy € L*(R), et on cherche une fonction u(t, z) € C*%(]0, +00[xR).
e On suppose que pour ¢t > 0 fixé, on a

/|ut:c

de sorte que les fonctions © — u(t,x), z —

ta: tx)dx<+oo

8 9.2

Ju Pu
ot Oz
t > 0 fixée une transformée de Fourier par rapport a la variable d’espace .

(t,x), v — 5%(t,x) ont pour chaque valeur de

e On suppose de plus que pourt > 0, on a

u —2miz-€ _ d —2mix-€
o (t,z)e dx = 8t(/Ru(t,x)e dx).

On pose pour ¢t > 0 fixé

u(t,§) :/Re_%”’"fu(t,x)dx.
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En appliquant la transformée de Fourier par rapport a la variable d’espace x, on obtient

ou  d*u
o~ o) =0
ce qui implique que ) .
u u

-7:(5)(5) - }—(@)(f) =0,
donc on a

/ e’%ix'g@(t,x)da: — (2mié)*u(t, &) = 0,
R ot

ie.,
%ﬂ(t, €) +4n*u(t, &) = 0. (2.6)

Ainsi, V¢ € R fixé, u est solution de 1’équation différentielle par rapport au temps ¢, donc
Ut &) = ce 4™,
Pourt = 0= u(0,&) = ¢ = Uy(§), donc la solution est
Ut €) = y(€)e ¢,
La formule d’inversion de Fourier donne

ut,z) = F N @(&)e ™) (x)

= @)@« F e @)

1 a2 1 z2 —An2¢24
= uo(x)*\/me it | car]—"(\/me w)(€) = §
= (up* ! 6_%)(%‘)

0 \/m )

i.e.,

1 CEN
u(t,r) = e” a ug(y)dy.
() = o= [ S )y

Exercice 2.6. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e™™

1) Vérifier que f est la solution de I"équation différentielle

f(z) +2nxf(x) =0 (2.7)

-~

2) En appliquant la transformée de Fourier a (2.7), montrer que f(¢) est une solution d'une
équation différentielle (2.7) du premier ordre qu’on déterminera.
3) Résoudre (2.7)) et déterminer f(é ), sachant que [, e dr = 1.
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Solution 1) On a

@)+ 2raf(z) = —2mwe ™ + 2rwe ™
= 0.

2) En appliquant la transformée de Fourier, on obtient
F(f'(x) + 2maf(z)) =0,
ce qui implique que

F(f'(x)(&) +2nF(xf(x))(€) =0, carF estlinéaire

ie.,
~ -1d
(2mi€) l€) + 2m(5 2 F(E) = 0.
alors I'équation @ devient comme suit
L F(e) + 2mele) =

dg

3)On a jgf(ﬁ) + 27T§f(§) =0= d%f(f) = —27r§f(§) ce qui implique que
d]{(f —orede = [ — [ _orede = In( @) — g2,
ie.,

f(E

J(©) =ce™.

Pour ¢ =0, 0ona f(0) = cet f(0) = Jp f(
ce qui implique que

ie.,
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CHAPITRE 3

TRANSFORMATION DE LAPLACE

% ne des méthodes les plus efficaces pour résoudre certains équations différentielles est
d’utiliser la transformation de Laplace . La transformation de Laplace transforme des

fonctions f(z) en d’autres fonctions F'(s), on écrit

F=L(f) ou F(s)=L(f(x))(s).

La transformation de Laplace inverse transforme F'(s) en f(x), on écrit

F=LNF) ou flz) = L7(F(s))().

On verra plus loin sur quelles fonctions ces transformations sont définies. La propriété essen-

tielle est que, sous certaines conditions,

L(f'(x))(s) = s F(s).

Ainsi, les équations différentielles deviennent des équations algébriques.

3.1 Fonctions C|

La classe des fonctions réelles C, est formée des fonctions causales continues par morceaux
et d’ordre exponentielle.
e Une fonction est causale si elle est nulle pour z < 0, f(z) =0siz < 0.
e Elle continue par morceaux si elle nadmet que des points de discontinuités de premiére es-
péce ( admettant une limite a gauche et une limite a droite ).
e Elle est d’ordre exponentielle si elle est bornée par une exponentielle i.e., s’il existe des
constantes réelles M > 0 et « telles que

|f(x)] < Me*™, Yz > x.

38
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e Les fonctions usuelles sin(wz), 2%, €* ne sont pas causales, une fagon de créer des fonctions
causales est d’utiliser la fonction de Heaviside

1, >0
H(z) = . .
, T <

Par exemple la fonction f(z) = e” n’est pas une fonction causale, mais si en multiplier par H(z),
ona

f(z) = e"H(x)

0, <0

3.2 Définition de transformation de Laplace

Définition 3.1. La transformation de Laplace d'une fonction de C, est définie par

L(f(@))(s) = F(s) = / " e f(a)de,

s est ici une variable complexe (fréquence) et F'(s) une fonction complexe.

Remarques 3.1. 1) F' est définie par une intégrale impropre qui ne converge pas toujours si

f¢CrL.

2) Si f est discontinue en 0, la borne inférieure de l'intégrale devrait étre notée 0.
Exercice 3.1. Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes

e x>0 1, >0

0, <0 0, <0

Solution 1) Soit F'(s) = L(f(x))(s), donc

o) - e e

—+00
= / e gy
0

1 —S)x oo
= [,

2—s
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Soit s = o + iff = 2797 = ¢(2=¥)z=i2 donc

[ty sy oo ‘6(2_5)””‘ = limy—100e® ™% = 0sia > 2, donc

F(s) = 2——3[6(2_5)96]300
1
= 0—-1
5 0-1)
B 1
s —2
i.e., )
F(s) = Y Re(s) > 2

2) Soit G(s) = L(g(x))(s), donc

Soit s = a + i = 7% = e %77, donc

ax

lima sy oo ‘e*s’”‘ =limy_10e ** =0sia >0, donc

Gs) = e
= -1
_ !
ie.,
G(s)zé, Re(s) > 0.

Théoreme 3.1. Soit f une fonction définie sur R et telle que
(i) f(x)=0, V<0,
(ii) f est continue par morceaux sur |0, +00|,

(iii) il existe des constantes M > 0 et r telles que

Vo > xo; | f(z)| < Me™.
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Alors, la transformée de Laplace de f existe pour tout Re(s) > r.

/ e @)do - | e t@an | " s )

o

Preuve. On a

L'intégrale [ e~ f(x)dx existe car f est continue par morceaux. Concernant I’autre intégrale,

notons que
}efsxf(xﬂ _ |ef(a+i5)xf(x)}
= e |f(2)|
< Me—(a—r)m.
Or f;om Me~(@="2dg converge car Re(s) = a > r, donc d’apreés le critere de comparaison

des intégrales généralisées, l'intégrale f;ooo le™** f(z)| dz converge aussi, ce qui entraine que

f;goo e~ " f(x)dx existe. Par conséquent f0+°° e~ " f(x)dx existe dans le demi-plan

{s € C: Re(s) >r}.

Exercice 3.2. Calculer la transformée de Laplace de

Solution On a

une intégration par partie, on obtient

" +o0o
_ —sx1+oo n—1 —sx
I, = [-—e™™]; —i——/ " e
S S Jo

+oo n
_ _ . €T _ . .
= —/ "1 e, car limg oo (——e %) =0, sia > 0 avec s = a +if3,
0 s

ie.,

Par la récurrence, on obtient
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et
“+o0
Iy, = / e dx
0
1
= —,sia>0
S
Donc . .
]nzﬁxn_ X ...X =X —, Re(s) >0,
s S s s
i.e.,
n!
F(S) = F, R€(S) > 0

3.3 Propriétés de la transformée de Laplace

1) Linéarité La transformée de Laplace est une application linéaire. Plus précisément, pour tout
a, € C, pour toutes fonctions f, g d’abscisses de sommabilité respectives r, o, alors

Llaf(@) + Be())(s) = aF(s) + AG(s),
ot F(s) = £(f(x))(s), G(s) = L(g(x))(s) et Re(s) > max(r, o).
Preuve. En effet, si les fonctions f et g admettent les transformées de Laplace
L)) = F6) = [ e fin L)) =66 = [ e ol
alors on a
Laf) +8ae)s) = [ (af) + fylo)ds

+o0 +oo
= a/ e f(x)dr + 6/ e *g(x)dx
0 0
= aF(s)+ BG(s).

e Si les abscisses de sommabilité de f et g sont respectivement r et o, alors le domaine de
sommabilité sur lequel af + B¢ est défini est {s € C : Re(s) > max(r,0)}. O

2) Translation Si L£(f(x))(s) = F(s) avec Re(s) > r, alors
L(1,f)(s) =e *¥F(s), Re(s)>r.

Ot (1uf)(x) = f(z — a).
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flx—a), z>a

Preuve. Posons g(z) =
0, z<a

Ona
+o0
Llg@)s) = [ gl
0
a +o0
= / e **g(x)dx + / e *Tg(z)dx
O—’—oo a
= / e f(zr — a)dx,
onpose r —a =t < dt = dw, alors

Llgz)(s) = e / et ()t
= e “F(s).

Exercice 3.3. Trouver la transformée de Laplace de

0, <0
flx)=<1, 0<z<a

2, T>a
Solution On a f(z) = H(z) + H(z — a), ou H(x) est la fonction de Heaviside, et soit
F(s) = L(f(x))(s), donc F(s) = L(H(x))(s) + L(TaH)(s),
i.e.,
3) Propriété Si F'(s) = L(f(x))(s), alors

L(f(x)e ) (s) = F(s+ ), Re(s+a)>r.

Preuve. On a

+o0o
C(f(x)e o) (s) = / e~ f(z)e o dz

+oo
= / e~ 9T £ (1) da
0
= F(s+a).
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[
4) Changement d’échelle Si L(f(z))(s) = F(s), alors
L) () = {F(), A= 0
Preuve. On a
+oo
L(f(Ax))(s) = / e f(Ax)dx, onposet=\r < dt = \dx
0
+00
= ;/0 e f(t)dt
1 s
= XF(X).
[
4) Conjugaison complexe Si L(f(z))(s) = F(s), alors
L(f(x))(s) = F(5)
Preuve. On a
— +oo
LF@Ns) = [ e T
0
+oo
= / e~ f(x)dx
0
= F(3)
0

Proposition 3.1. La transformée de Laplace d’une fonction localement sommable f, est une fonction

holomorphe dans le domaine de sommabilité {s € C : Re(s) > r} et on a la formule

+o0
FOs) = [ (= fla)ems*da = (1L S @)(5)

Exercice 3.4. Déterminer la transformée de Laplace de 2", d’apres la Proposition précédente.

Solution On a

L(z"f(x))(s) = (~1)"F"(s), ici f(z) =1,

donc on a
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En utilisant la dérivée successive d’ordre n, on peut démontrer par la récurrence que

(l)w __nt
S (—1)ngntl’

ie.,

n!
Sn—i—l )

L(z")(s) = Re(s) > 0.

3.4 Transformée de la dérivée

Théoreme 3.2. Si f’ est continue par morceaux sur tout fermé [0, xo] et si L(f(x))(s) = F(s) et s'il
existe M > 0 et r telles que | f(x)| < Me™, Va > xq alors

L(f'(x))(s) =sF(s) = f(07), Re(s)>r.
Preuve. On a e
L@ = [ e
en intégrant par parties on obtient
o0
L@ = @™+ s [ e @

Comme lim,_, e ** f(x) = 0, car

limg o0 |6 f(2)] limg s yooe | f(2)|, s=a+if

< l@'rngg_wrooMe("_a)m =0, avec Re(s)>r

donc, [~ f(2)]* = —£(0%)
f(0T) représentant la limite a droite de f(z) quand = — 0.
D’ou
L(f'(x))(s) = sF(s) = f(07), Re(s) >r.

Généralisation Si f” vérifie a son tour les hypotheses du théoreme, on a

L(f"(x))(s) = sL(f'(x))(s) = f'(07)
= s(sF(s) = f(07)) — f(07),

d’ou

L(f"(x))(s) = s*F(s) — sf(07) = f'(07).
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e On peut démontrer par la récurrence que
L(f™(@))(s) = s"F(s) = s" L f(0%) = s"2f/(0F) — ... = sfO72(0F) — 7D (01).
Cas particulier Si f(0F) = f/(07) = ... = f®Y(0T) =0,0na
L(f(x))(s) = s"F(s).

Remarque 3.1. En général, si f(z) est discontinue aux points z;, z, ..., z,, alors
L(f'(x))(s) = sF Ze o ( — fag)).
Proposition 3.2. Si L(f(x))(s) = F(s), alors
/ f()de)( Fls ), Re(s) > max(0, 7).

Preuve. Posons g(z) = [, f(t)dt. D’apres le précédent on a

L(g'(x))(s) = sL(g(x))(s) —g(07)
= sL(g(x))(s),

car g(0) = 0, or ¢'(x) = f(x), d'ou L(g(z))(s) = L(f(x))(s), on en déduit que sL(g(z))(s) =
L(f(x))(s).

ie.,

ﬁ(/ox F()dt)(s) = L(f(2))(s)

3.5 Transformation de Laplace inverse

Soit F'(s) la transformée de Laplace d'une fonction f(z). On appelle transformée de Laplace
inverse, ou original de F(s), la fonction f(z), onnote f(z) = L7*(F(s))(x).

Exemple 3.1. 1) L7!(%)(2) = zH (z).
2) L7N(&5) (x) = cos(2x)H (x ), car L(cos(ax))(s) =

S
s2+4a?"

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



3.6. PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE INVERSE 47

e On démontre que si les fonctions f considérées possedent les propriétés énoncées au début
du chapitre, i.e.,

e Une fonction causale.

e Continue par morceaux sur tout fermé [0, zo].

e D’ordre exponentiel.

L'original f(z) d’une fonction F'(s) est unique sur tout sous-ensemble ot1 il est continu.

La recherche de 'original conduit a étudier les propriétés de 1’application F'(s) £ f(z), appelée
transformation de Laplace inverse.

3.6 Propriétés de la transformation de Laplace inverse

1) Linéarité L'inverse d'une application linéaire étant linéaire

L7 aF(s) + BG(s))(2) = aL™H(F(s))(x) + BLT(G(5))(x).

e D’une facon générale pour obtenir 'original d"une fraction rationnelle F'(s) = %, on utilise

sa décomposition en éléments simples.

Exercice 3.5. Trouver l'original de F'(s) = - (ssgi nE

Solution La décomposition de F(s) s’écrit

lecalculdonne A= 1, B=1,¢c=,d= =,
d'on 1 1 1 1 1 1
S Lag it . VA e
i.e., L . )
flz) = <4_1 +18- 7 cos(2zx) — 3 sin(2z)) H ().

2) Original de F'(as), a > 0 Soit f(x) l'original de F(s), i.e., f(x) = L~} (F(s))(x), ona
+oo
F(as) = / e f(x)dx, y=axr & dy=adz
0

1 [t s Y
_ ! / e i(Y)ay,
0 a

a
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d’ou
Flas) = ~£(/(5)0)
= £CAEN0)
ie., )
L7 (F(as))(2) = =f(>)

F(S + CL) — /+OO e*(era)xf(x)dx
0

d’ou
LY F(s +a))(x) = e f(2).

Exemple 3.2. 1) L7 (—2t2—)(x) = e cos(ax), x > 0

(s+a)2+a?
2) Eil(m)(a:) = e “sgin(ax), v >0
Exercice 3.6. Trouver l'original de F'(s) = =%
Solution On peut écrire
s B s
2+ s+1 (s+3)2+3
B s+ 3 1 1
(s+3)32+2 2(s+3)2+73
donc L
s+ 3 1 1
r)=L"" 2 — ! ),
ie.,
1 3 1 1 3
flz)=e"2" cos(%x) - %e’ﬁx sin(\/T_:c), x>0

4) Original de F'(s) x G(s)

Théoréme 3.3. Si L7Y(F(s))(x) = f(x) et L7HG(s))(x) = g(x), alors

L7 (F(s) x G(s))(x) = [ f(t)g(a —t)dt,
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Uintégrale [ f(t)g(x — t)dt est appelée produit de convolution de f par g est notée (f x g)(x)

e On vérifie facilement que (f x g)(z) = (g * f)(x).

Exercice 3.7. Trouver l'original de F(s) = 1+

s2(s+1)
Solution Soit f(x) = L7'(F(s))(z),ona
L)@ =7 et LH(——)@)=c
2/ s+1/\ T
d’ou
RV R PS B
(52(S+1))($) = L (52 S—I—l)(x)
= / te~ (",
0
ie.,

3.7 Tableaux de quelques fonctions usuelles

Le tableaux ci-dessous donne quelques transformées de Laplace des fonctions usuelles.

flx) = L7H(F(s))(z) | F(s) = L{f(x))(s)
H(z) L Re(s)>0
e -, Re(s)>a
sin(ax) i, Re(s) >0
cos(ax) oz e(s) >0
% a>—1 Fg‘jj}), Re(s) >0
2", neN SZL%, Re(s) >0
f(az) LR()
e (2) F(s +a)
flzx —a)H(x — a) e F(s)

3.8 Application de la transformation de Laplace aux équations

différentielles

Soit I’équation différentielle linéaire a coefficients constants

any ™ (2) + an_1y™V(x) 4 .+ agy(x) = f(2).
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Soit £(y(x))(s) = Y (s), alors
L0y (@))(s) = sY(s) —y(0) et L(y"(2))(s) = Y (s) — sy(0) — /(0),
et plus généralement
L0y (@))(s) = ™Y (s) = 5" y(0) — ... — 5™ (0).

En appliquant la transformation de Laplace a I'équation différentielle précédente, on obtient

donc, par suite de la linéarité
(ans" + an_18""" 4+ ...+ ag)Y (s) + d(s) = F(s),

équation dans laquelle ¢(s) représente un polynome de degré (n — 1) en s contenant
y(0),%(0), ...,y 1(0). On en déduit

Y(S) _ F(S) B ¢<S)

— )
8™ + ap_18" L+ ...+ ag

et par conséquent, en appliquant la transformation inverse

y' =2y +y=wze", y(0)=1, y(0)=0. 3.1)

Solution Soit L(y(x))(s) = Y (s), donc L(¥/(x))(s) = sY(s) —y(0) = sY(s) — 1, L(y"(z))(s) =
s?Y (s) — sy(0) — y/(0) = s?Y (s) — s.
En appliquant la transformation de Laplace a ’équation (3.1), on obtient

L(y"(x))(s) = 2L(y'(x))(s) + Ly (x))(s) = L{(we")(5),

ce qui implique que

s2Y (s) — s —2sY(s) +2+Y(s) = 1)

ie.,
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en appliquant la transformation de Laplace inverse, on obtient

y(z) = ex(%w?’ —z+1).

3.9 Résolution des équations intégrales

La transformée de Laplace permet d’étudier un grand nombre d’équations intégrales.

e Une équation intégrale de Volterra de seconde espece est une équation de la forme

o) — / k(e tp(t)d = g(x).

ou g, k sont des fonctions connues et ¢ une fonction inconnue, la fonction k est le noyau de
cette équation. On considere le cas ou le noyau dépend seulement de la différence x — ¢, i.e.,
k(xz,t) = k(z — t) avec k a support dans R.. Soient F,G et K les transformées de Laplace
respectives de ¢, g et k. En appliquant aux deux membres de I’équation ci-dessus la transformée
de Laplace, on obtient

Llp(@))(s) — £ ( | - t)w(t)dt> () = L(g(a))(s).

alors on a
d’ou

par conséquent
G(s)

F(s) = 1= iy

K(s) # 1.
L'original p(x) de F(s) est la solution de 1’équation intégrale.

Exercice 3.9. Déterminer la solution de 1’équation intégrale suivante

o(x) — /OJB sin(z — t)p(t)dt = z*. (3.2)

Solution Soit F'(s) = L(p(z))(s).
L’équation (3.2) s’écrit sous la forme

o(x) —sin(x) x p(x) = 2%, = >0.
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En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres, on a

1 2
F(s) ~ g F(s) = 5, Rels) >0,
ie., 5 5
F(s) = ST Re(s) >0

Par conséquent

3.10 Résolution des équations aux dérivées partielles

La méthode de la transformée de Laplace peut-étre utilisé pour résoudre certaines équations
aux dérivées partielles comme le montre I’'exemple suivant

Exemple 3.3. Résoudre 1'équation suivante

ou  0%u
a = @, avec

u(z,0) =sin(z), u(0,t) =0, u(mt) =0, 0<z <7, t>0.
Solution Soit U(z, s) = L(u(z,t))(s) la transformée de Laplace de u(z,t). On a

£ 20y ) = TUBY ) 63

Ona L(24)(s) = [F e 24D gt et puisque L(f'(x))(s) = sF(s) — £(0), alors

£(%)(S) = sU(z, s) — u(x,0) = sU(z, s) — sin(z),
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et

L) = L), v = o

Hoe ov(z,t)
= St
/0 ‘ Ox

“+oo
= 63/ e Stu(x,t)dt
T Jo

o [T __ 0u(z,t)

= — =t
oz J, ¢ Ox
82 +o0 L
= @/0 e u(x,t)dt
_ U(x,s)
B oz’

alors I’équation (3.3) devient

0?U(z, s)
Ox?

= sU(z, s) — sin(z),

i.e.,
02U (z, s)
0x?

C’est une équation différentielle de second ordre a coefficient constant, alors la solution est

—sU(x,s) = —sin(z).

Ulz,s) = yn(x) + yp(z).

L’équation homogene est

- 0%U(x, s)
) 02
'équation caractéristique est r> — s = 0 = r; = /s, 12 = —y/s, donc on a

(H) —sU(x,s) =0,

sin(z)
1+s

yu(x) = 16V + oV c1. o € Ret Yp(x) =

Y

alors la solution générale est

sin(x)
I+s

U(z,s) = c1eV® 4 coe VI 4 , C1, o € R,
OnaU(0,s) = c; +cyet U(m,s) = c1eV*™ + ce™ Vo™, d’autre parton a
U(0,s) = 0+°O e *'u(0,t)dt =0,

ie.,

c1+Ccy = 0. (34)
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EtU(m,s) = [," e tu(m, t)dt =0
ie.,

16V 4 eV = (). (3.5)

De I’équation (3.4) et I'équation (3.5), on obtient
Cl = Cy = 0.

Alors la solution générale est

sin(x)
l+s

En appliquant la transformée de Laplace inverse, alors on a

Ulx,s) =

u(z,t) = L7(U(x,9))(t)

= (W
= e 'sin(z).

Exercice 3.10. Soit la fonction Gamma
400
[(x) = / t"te~tdt, x> 0.
0

1) Montrer que I'(x + 1) = z'(z) et I'(n + 1) = n!,n € N.

2) Calculer la transformée de Laplace de la fonction *H (z), ott H(z) est la fonction de Heavi-

sideeta > —1.
3) Déduire L(x"H (x))(s).
4) Calculer L(\/x)(s).

Solution 1) On a

+oo
Iz+1) = / tTetdt
0

400
= [—t"e i+ :zc/ t"~le~'dt, par partie
0

= z[(z).
Et

'n+1) = nl(n)
= nn—1I'n-1)

= n(n—1)x..x2x1xTI(1),

©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces L”



3.10. RESOLUTION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 55

et['(1) = [ e~'dt = 1, ce qui implique que I'(n + 1) = n! .
2)Ona

+o0
L(z*H(x))(s) = / e . x%dx, on pose st =t & dt = sdx
0

+oo t. . dt
- [ eors
0 s’ s

1
= MNa+1).
3)Sia=n,ona
" I'(n+1)
L)) = St
n!
- Sn+1
4)Sia =3, 0ona
ri+1
LW = e
AC)
o
S2
Ona
1 +o0 1, )
F(i) = t"2e 'dt, onposet = z° & dt = 2xdx
0
00 9
= 2/ e “dx
0
NZ3
= 9.M°
2
= /7.
Donc Jr
™
L) = X
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