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Notations

• (e1, e2, ..., en) est la base canonique dans Rn.
• x · y = x1y1 + ...+ xnyn est le produit scalaire dans Rn.
• Pour x ∈ Rn, |x| désigne la norme euclidienne dans Rn.
• (f ? g)(x) =

∫
Rn f(x− y)g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.

• Si f : Rn −→ C, le support de f est noté par supp f .
• D(Rn) est l’espace des fonctions C∞(Rn) à support compact,D′(Rn) est l’espace dual deD(Rn),
est appelé aussi l’espace des distributions sur Rn.
• S(Rn) est l’espace de Schwartz, de fonctions C∞(Rn) à décroissance rapide sur Rn, le dual
S ′(Rn) est l’espace des distributions tempérées.
• Si f ∈ L1(R), alors sa transformée de Fourier est :

F(f(x))(ξ) =

∫
R

exp(−2πix.ξ)f(x)dx

et sa transformée de Fourier inverse est :

F−1(f̂(ξ))(x) =

∫
R

exp(2πix.ξ)f̂(ξ)dξ

• q est l’exposant conjugué de p, 1
p

+ 1
q

= 1 où p ∈ [1,+∞].
• Soit a ∈ Rn, τa est l’opérateur de translation définit par τaf(·) = f(· − a).
• Lp(Rn) est l’espace des fonctions mesurables f sur Rn telles que

‖f‖Lp(Rn) = (

∫
Rn
|f(x)|pdx)

1
p <∞.

• `q est l’espace des suites (ak)k telles que ‖(ak)‖`q = (
∑∞

k=0 |ak|q)
1
q <∞.

• CL désigne les fonctions causales continues par morceaux et d’ordre exponentielle.
• F (s) désigne la transformée de Laplace de la fonction f .
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CHAPITRE 1

LES ESPACES Lp

L es espaces de Lebesgue sont des espaces de Banach, c’est-à-dire des espaces vectoriels
normés complets, dont la définition et l’étude nécessitent la théorie de l’intégration.

Dans tout ce chapitre, on se donne une fois pour toutes un espace mesuré (X,M, µ).

1.1 Fonctions convexes et inégalités

Définition 1.1. Une fonction f définie sur l’intervalle ouvert ]a, b[ et à valeurs dans R est dite
convexe si, quels que soient x, y et λ tels que

a < x < b , a < y < b et 0 ≤ λ ≤ 1,

on a
f ((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ) f(x) + λf(y).

Si −f est convexe, f est dite concave.

Remarques 1.1. 1) Si f est convexe sur ]a, b[ et si x1, x2 et x3 sont tels que a < x1 < x2 < x3 < b,
on a

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2

2) Si f est convexe et si f ′ existe sur ]a, b[ on en déduit que, pour x1 et x2 tels que a < x1 < x2 < b,
on a

f ′(x1) ≤ f ′(x2).

3) Si f est convexe et si f ′′ existe sur ]a, b[ on a

f ′′(x) ≥ 0,

quel que soit x tel que a < x < b.

5



1.1. FONCTIONS CONVEXES ET INÉGALITÉS 6

Définition 1.2. Soient p et q deux réels appartenant à [1,+∞]. On dit que p et q sont des expo-
sants conjugués si

1

p
+

1

q
= 1.

Cette définition implique 1 < p < ∞ et 1 < q < ∞. Comme p = 1 on a q = +∞, on dit que 1 et
(+∞) sont des exposants conjugués.

Théorème 1.1. ( Inégalité de Young ) Soient a et b deux réels positifs, alors on a

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq,

avec p, q ∈]1,+∞[ et p, q sont des exposants conjugués.

Preuve. La fonction lnx est concave sur ]0,+∞[

i.e., ln (λ1x1 + λ2x2) ≥ λ1 ln (x1) + λ2 ln (x2) , λ1 + λ2 = 1.

Donc, pour λ1 = 1
p
, λ2 = 1

q
on a λ1 + λ2 = 1

p
+ 1

q
= 1.

On pose x1 = ap ≥ 0, x2 = bq ≥ 0, alors on a

ln

(
1

p
ap +

1

q
bq
)
≥ 1

p
ln (ap) +

1

q
ln (bq)

≥ ln (ap)
1
p + ln (bq)

1
q

≥ ln (ap)
1
p (bq)

1
q

= ln (ab)

i.e.,
ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

Théorème 1.2. ( Inégalité de Hölder ) Soit (X,M, µ) un espace mesuré, f et g étant deux fonctions
f, g : X → R, mesurables. Alors on a

∫
X

|f(x)g(x)| dµ(x) ≤
(∫

X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p
(∫

X

|g(x)|q dµ(x)

) 1
q

,

où p et q sont deux exposants conjugués.

Preuve. Si un des deux termes du produit du membre de droite de l’inégalité est nul ou in-
fini celle-ci étant automatiquement satisfaite, nous pouvons supposer qu’il n’en est pas ainsi.
Posons

F (x) =
|f(x)|(∫

X
|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

et G(x) =
|g(x)|(∫

X
|g(x)|q dµ(x)

) 1
q

,

c©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces Lp



1.1. FONCTIONS CONVEXES ET INÉGALITÉS 7

on a alors ∫
X

(F (x))p dµ(x) =

∫
X

(G(x))q dµ(x) = 1.

Si x ∈ X est tel que
0 < F (x) <∞ et 0 < G(x) <∞,

il existe deux nombres réels t et u tels que

F (x) = e
t
p et G(x) = e

u
q .

La fonction ex étant convexe, et p et q étant des exposants conjugués, on a

e
t
p

+u
q ≤ 1

p
et +

1

q
eu.

On en déduit que, pour tout x de X,

F (x)G(x) ≤ 1

p
(F (x))p +

1

q
(G(x))q .

En intégrant par rapport à la mesure µ, on a∫
X

F (x)G(x)dµ(x) ≤ 1

p

∫
X

(F (x))p dµ(x) +
1

q

∫
X

(G(x))q dµ(x)

≤ 1

p
+

1

q
= 1,

i.e., ∫
X

|f(x)|(∫
X
|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

× |g(x)|(∫
X
|g(x)|q dµ(x)

) 1
q

dµ(x) ≤ 1,

donc on a
1(∫

X
|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

× 1(∫
X
|g(x)|q dµ(x)

) 1
q

∫
X

|f(x)g(x)| dµ(x) ≤ 1.

i.e., ∫
X

|f(x)g(x)| dµ(x) ≤
(∫

X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p
(∫

X

|g(x)|q dµ(x)

) 1
q

.

Remarque 1.1. Lorsque p = q = 2, l’inégalité de Hölder est dans ce cas connue sous le nom,
l’inégalité de Cauchy-Schwartz .

Théorème 1.3. ( Inégalité de Minkowski ) Soit (X,M, µ) un espace mesuré, f et g étant deux fonctions

c©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces Lp



1.2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES SUR LP ET LP 8

f, g : X → R, mesurables. On a ∀ 1 ≤ p ≤ ∞

(∫
X

|f(x) + g(x)|p dµ(x)

) 1
p

≤
(∫

X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

+

(∫
X

|g(x)|p dµ(x)

) 1
p

Preuve. On a

(f(x) + g(x))p = f(x) (f(x) + g(x))p−1 + g(x) (f(x) + g(x))p−1

i.e.,
|f(x) + g(x)|p ≤ |f(x)| |f(x) + g(x)|p−1 + |g(x)| |f(x) + g(x)|p−1 . (1.1)

E n appliquant l’inégalité de Hölder, on a

∫
X

|f(x)| |f(x) + g(x)|p−1 dµ(x) ≤
(∫

X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p
(∫

X

|f(x) + g(x)|(p−1)q

) 1
q

,

et ∫
X

|g(x)| |f(x) + g(x)|p−1 dµ(x) ≤
(∫

X

|g(x)|p dµ(x)

) 1
p
(∫

X

|f(x) + g(x)|(p−1)q

) 1
q

.

Donc, l’équation (1.1) devient

∫
X

|f(x) + g(x)|p dµ(x) ≤

((∫
X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

+

(∫
X

|g(x)|p dµ(x)

) 1
p

)(∫
X

|f(x) + g(x)|(p−1)q dµ(x)

) 1
q

,

et puisque (p− 1)q = p, alors on a

∫
X

|f(x) + g(x)|p dµ(x) ≤

((∫
X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

+

(∫
X

|g(x)|p dµ(x)

) 1
p

)(∫
X

|f(x) + g(x)|p dµ(x)

) 1
q

.

On deviser les deux membres par
(∫

X
|f(x) + g(x)|p dµ(x)

) 1
q , on obtient le résultat cherché.

1.2 Définitions et propriétés élémentaires sur Lp et Lp

1.2.1 l’espace Lp (X,M, µ)

Définition 1.3. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on pose

Lp(X) =

{
f : (X,M, µ)→ (R,B(R), λ), f est mesurable et

∫
X

|f(x)|p dµ(x) < +∞
}
.

c©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces Lp



1.2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES SUR LP ET LP 9

On note

‖f‖Lp = ‖f‖p =

(∫
X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

,

on vérifiera que ‖f‖p est une semi-norme.

Cas particulier Si (X,M, µ) = (N,P(N), card), on note `p = {x = (xn)n≥0 :
∑∞

n=0 |xn|
p <∞},

avec la norme ‖x‖`p = ‖x‖p = (
∑∞

n=0 |xn|
p)

1
p .

Remarque 1.2.

f ∈ Lp ⇔ ‖f‖p < +∞ et mesurable, car

f ∈ Lp ⇔
∫
X

|f(x)|p dµ(x) < +∞ et mesurable

⇔
(∫

X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

< +∞ et mesurable

⇔ ‖f‖p < +∞ et mesurable.

Définition 1.4. On dit qu’une fonction mesurable f : X → R est essentiellement bornée s’il
existe M ≥ 0 tel que |f(x)| ≤M p. p.

i.e., µ ({x ∈ X : |f(x)| > M}) = 0.

On note par

L∞(X) = {f : X → R, f mesurable telle que ∃M ≥ 0 : |f(x)| ≤M p. p. sur X} .

On note aussi, ‖f‖L∞ = ‖f‖∞ = supx∈Xess |f(x)| = inf {M : |f(x)| ≤M p. p. sur X} .

Lemme 1.1. Soit f ∈ L∞ (X,M, µ), alors

|f(x)| ≤ ‖f‖∞ p. p. sur X,

de sorte que ‖f‖∞ = inf {M : |f(x)| ≤M p. p.}. Autrement dit, ‖f‖∞ est une borne atteinte.

Remarque 1.3. 1) avec la notation précédente, ‖f‖Lp = ‖f‖p =
(∫

X
|f(x)|p dµ(x)

) 1
p les inégalités

de Hölder et Minkowski s’écrivent

‖f · g‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q , inégalité de Hölder.

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p , inégalité de Minkowski.

c©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces Lp



1.2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES SUR LP ET LP 10

Corollaire 1.1. Soit p ∈ [1,+∞], alors Lp (X,M, µ) est un espace vectoriel sur R et l’application

‖·‖p : Lp → R+

f 7−→ ‖f‖p

est une semi norme.

Preuve. 1) Lp est un espace vectoriel sur R
a) ∀f ∈ Lp, ∀g ∈ Lp⇒ (f + g) ∈ Lp

Soient f ∈ Lp et g ∈ Lp, alors d’après l’inégalité de Minkowski, on a

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p (1.2)

Puisque f ∈ Lp⇔ ‖f‖p <∞ et g ∈ Lp⇔ ‖g‖p <∞.
Donc, (1.2)⇔ ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p < +∞.
i.e., (f + g) ∈ Lp.
b) ∀λ ∈ R, ∀f ∈ Lp⇒ (λf) ∈ Lp. On a

‖λf‖p =

(∫
X

|λf(x)|p dµ(x)

) 1
p

= |λ| ‖f‖p
< ∞.

Donc, (λf) ∈ Lp.
i.e., Lp est un espace vectoriel sur R.
2) ‖f‖p est une semi norme, car
a) ‖f‖p ≥ 0

b) ‖λf‖p = |λ| ‖f‖p
c) ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p , inégalité de Minkowski.
d) On a

f = 0 ⇒ ‖f‖p =

(∫
X

|0|p dµ(x)

) 1
p

= 0

et on a aussi

‖f‖p = 0 ⇒
(∫

X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

= 0

⇒ f = 0 p. p. sur X.

c©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces Lp



1.2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES SUR LP ET LP 11

D’où l’application f 7→ ‖f‖p est une semi norme.

Ce résultat suggère de décomposer l’espace Lp en classes d’équivalence de la manière suivante :
nous dirons que deux fonctions f et g appartenant à Lp sont équivalentes si ‖f − g‖p = 0,
i.e., f et g sont presque partout égales.

1.2.2 l’espace Lp (X,M, µ)

Considérons la relation d’équivalence sur Lp (X,M, µ) définie par

fRg ⇔ f = g p. p. i.e., ‖f − g‖p = 0.

On note par [f ] la classe d’équivalence de f pour cette notation

[f ] = {g ∈ Lp : gRf}

= {g ∈ Lp : f = g p. p.}

Définition 1.5. Soit p ∈ [1,+∞]. On note Lp (X,M, µ) le quotient Lp (X,M, µ) par la relation
d’équivalenceR

Lp = {[f ] , f ∈ Lp}

= Lp/R.

Si on pose ‖[f ]‖p = ‖f‖p , on obtient

‖[f ]‖p = 0 ⇔ ‖f‖p = 0

⇔ f = 0 p. p.

⇔ [f ] = [0] .

On associe Lp(X) par les deux opérations

+ : Lp(X)× Lp(X)→ Lp(X) et • : R× Lp(X)→ Lp(X)

définies par : [f ] + [g] = [f + g] et ∀λ ∈ R;λ [f ] = [λf ],
on obtient à un nouvelle espace vectoriel (Lp(X),+, •) sur le corps R.

Remarque 1.4. 1) On considère les éléments de Lp(X) (l’ensemble des classes d’équivalences)
comme des fonctions normales, et on désigne par f au lieu [f ].

c©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces Lp



1.2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES SUR LP ET LP 12

2) l’application,

‖·‖p : Lp(X) → R+

f 7→ ‖f‖p =

(∫
X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

est une norme sur Lp(X).

Théorème 1.4. (Théorème de Riesz-Fisher) L’espace de Lebesgue Lp (X,M, µ) est un espace de Banach
(espace vectoriel normé complet) pour tout p ∈ [1,+∞], avec la norme

1 ≤ p <∞, on a ‖f‖p =

(∫
X

|f(x)|p dµ(x)

) 1
p

, p = +∞ on a ‖f‖∞ = supx∈Xess |f(x)| .

Preuve. Voir [3].

La convergence dans Lp((X,M, µ) Soient (fn)n≥0 une suite de fonctions dans Lp et f ∈ Lp. On
dit que la suite (fn)n≥0 converge vers f dans Lp et on écrit fn

Lp→ f , si limn→+∞ ‖fn − f‖p = 0.

Exercice 1.1. Soient p, q ∈ [1,+∞] avec 1
p

+ 1
q

= 1 et soit f ∈ Lp([0,+∞[) et g ∈ Lq([0,+∞[),
calculer

limT→+∞
1

T

∫ T

0

f(x)g(x)dx

Solution On a ∣∣∣∣∫ T

0

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

|f(x)g(x)| dx

≤
∫ +∞

0

|f(x)g(x)| dx.

D’après l’inégalité de Hölder, on a

∣∣∣∣∫ T

0

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ +∞

0

|f(x)|p dx
) 1

p
(∫ +∞

0

|g(x)|q dx
) 1

q

≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Donc on a
1

T

∣∣∣∣∫ T

0

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1

T
‖f‖p ‖g‖q .

i.e.,

limT→+∞
1

T

∫ T

0

f(x)g(x)dx = 0.

c©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces Lp
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Corollaire 1.2. L’espace L2(X,M, µ) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

< f, g >=

∫
X

f(x)g(x)dµ(x),

où f, g : X → R et f, g ∈ L2(X,M, µ).

Inégalité de Cauchy-Schwartz :
L’inégalité de Hölder dans le cas p = 2, donne l’inégalité de Cauchy-Schwartz. On a

‖f · g‖1 ≤ ‖f‖2 ‖g‖2 ,

donc on a ∫
X

|f(x)g(x)| dµ(x) ≤
(∫

X

|f(x)|2 dµ(x)

) 1
2
(∫

X

|g(x)|2 dµ(x)

) 1
2

,

i.e.,
|< f, g >| ≤ ‖f‖2 · ‖g‖2 .

Remarque 1.5. Pour p 6= 2, l’espace Lp(X,M, µ) n’est pas un espace de Hilbert.

Théorème 1.5. 1) Soit (X,M, µ) un espace mesuré finie (i.e., µ(X) < +∞) et soit p, q ∈ [1,+∞] avec
1 ≤ q ≤ p, alors on a

Lp(X) ⊂ Lq(X).

2) Si 1 ≤ p1 < p2, on a
`1 ⊂ `p1 ⊂ `p2 .

Preuve. 1) Supposons que 1 ≤ q < p (car q = p est trivial).
Posons r = p

q
> 1 et r′ tels que 1

r
+ 1

r′
= 1.

Soit f ∈ Lp, alors on a ∫
X

|f |qr dµ =

∫
X

|f |p dµ

< +∞,

i.e., (f)q ∈ Lr.
Et ∫

X

|1|r
′
dµ = µ(X)

< +∞,

i.e., 1 ∈ Lr′ .
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L’inégalité de Hölder appliquée à (f)q et 1, on obtient

∫
X

|f |q × 1dµ ≤
(∫

X

|f |qr dµ
) 1

r
(∫

X

|1|r
′
dµ

) 1
r′

≤ (

∫
X

|f |p dµ)
1
r (µ(X))

1
r′ .

Ce qui implique que
‖f‖qq ≤ ‖f‖

q
p (µ(X))1− q

p ,

alors on a
‖f‖q ≤ ‖f‖p (µ(X))

1
q
− 1
p ,

i.e.,
Lp(X) ⊂ Lq(X).

2) On montre que si, p1 < p2 on a `p1 ⊂ `p2

Soit x = (xn)n≥0 ∈ `p1 ⇔
∞∑
n=0

|xn|p1 <∞

i.e., la série est absolument convergente⇒ la série est convergente.
Alors d’après la condition nécessaire de la convergence d’une série, on a

limn→+∞xn = 0⇔ ∀ε > 0;∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0; |xn| < ε = 1.

On a

p1 < p2 ⇒ |xn|p2 < |xn|p1 , ∀n ≥ n0

⇒
∞∑

n=n0

|xn|p2 <
∞∑

n=n0

|xn|p1

⇒
∞∑
n=0

|xn|p2 <∞,

i.e., x = (xn)n≥0 ∈ `p2 .

Pour la première inclusion, il suffit de remplacer le couple (p1, p2) par (1, p1).

Exemple 1.1. Soit

f : (R,B(R), λ) −→ (R,B(R), λ)

x 7→ f(x) =
1

1 + |x|
, λ est la mesure de Lebesgue.

1) Montrer que f ∈ L2(R) et que f /∈ L1(R).
2) Que peut-on déduire ?
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Solution On a f est continue sur R⇒ f est mesurable.
De plus, ∫

R
|f(x)|2 dx =

∫
R

1

1 + 2 |x|+ x2
dx

≤
∫
R

1

1 + x2
dx = π

< ∞,

donc, f ∈ L2(R).
Mais, ∫

R
|f(x)| dx =

∫
R

1

1 + |x|
dx

= 2

∫ +∞

0

1

1 + x
dx = +∞

donc, f /∈ L1(R).
2) On en déduit que L2(R) * L1(R), car λ(R) = +∞.

Théorème 1.6. (Extension du théorème de la convergence dominée de Lebesgue)
Soient p ∈ [1,+∞[, (fn)n≥0 une suite d’éléments de Lp et g : X → R+ un élément de Lp tels que

(i) limn→+∞fn(x) = f(x) µ p. p.,

(ii) |fn(x)| ≤ g(x) µ p. p.

Alors, f ∈ Lp et limn→+∞ ‖fn − f‖p = 0

Corollaire 1.3. Soient (fn)n≥0 une suite d’éléments de Lp telle que

∞∑
n=0

‖fn‖p < +∞.

Alors, la série
∞∑
n=0

fn(x) est absolument convergente µ p. p. De plus, la fonction f(x) =
∞∑
n=0

fn(x)

(définie µ p. p.) appartient à Lp et limn→+∞ ‖
∑n

k=0 fk − f‖p = 0.

1.3 Théorèmes de densité

Nous allons établir que certains ensembles de fonctions particulièrement simples sont
denses dans les espaces Lp.

Définition 1.6. Soit (E, ‖·‖) un espace normé et E0 sous-espace de E, on dit que E0 est dense
dans E, s’il existe pour tout f ∈ E et ε > 0 un élément f0 ∈ E0 tels que ‖f − f0‖ < ε.
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Théorème 1.7. Soit (X,M, µ) un espace mesuré, l’ensemble E des fonctions étagées définies sur cet
espace, telles que

(∀f ∈ E); µ({x ∈ X : f(x) 6= 0}) <∞,

est dense dans Lp(X), si 1 ≤ p <∞.

Preuve. La définition de l’ensemble E implique E ⊂ Lp. Soit f une fonction positive appar-
tenant à Lp et soit (en)n≥0 une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant vers
f . pour tout n on a 0 ≤ en < f ce qui implique en ∈ Lp et, par conséquent, en ∈ E. En outre,
l’inégalité |f − en|p ≤ fp permet d’utiliser le théorème de la convergence dominée de Lebesgue.
On en déduit

limn→∞ ‖f − en‖p = 0.

f appartient donc à l’adhérence de E. Une fonction réelle ( ou complexe ) étant combinaison
linéaire de deux ( ou quatre) fonctions positives, on en déduit que Lp coïncide avec l’adhérence
de E, ou ce qui est équivalent, que E est dense dans Lp.

• On donne maintenant quelques résultats concernant la densité dans l’espace Lp, dans le cas
où X = R et µ est la mesure de Lebesgue λ.

Définition 1.7. Soit f : R → R une fonction continue, on appelle support de f la fermeture de
l’ouvert {x ∈ R : f(x) 6= 0} , i.e.,

supp f = {x ∈ R : f(x) 6= 0}.

Corollaire 1.4. L’espace vectoriel C0
c (R) des fonctions continues à support borné sur R est dense dans

Lp pour tout p ∈ [1,+∞[.

Exemple 1.2. La fonction

ϕ(x) =

e
−1

1−x2 , |x| < 1

0 , |x| ≥ 1

appartient à l’espace C0
c (R), car la fonction est continue sur R, et supp ϕ = [−1, 1].

Corollaire 1.5. L’espace vectoriel Ck
c (R) des fonctions de classe Ck à support borné sur R est dense dans

Lp pour tout p ∈ [1,+∞[.

Remarques 1.2. 1) k étant quelconque, notons qu’en particulier l’espace des fonctions indéfini-
ment différentiables à support borné sur R (i.e., l’espace des fonctions test, notéD(R)) est dense
dans Lp pour tout p ∈ [1,+∞[.
2) Les résultats que nous avons obtenus ne sont valables que pour 1 ≤ p < ∞. Ainsi, par
exemple la fonction constante f(x) = 1 qui appartient à L∞ n’appartient pas à l’adhérence de
C0
c (R).
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1.4 Quelques propriétés de l’espace Lp(X)

Le tableaux ci-dessous donne quelques propriétés de l’espace Lp ( Réflexibilité, Séparabilité,
Dual de Lp).

L’espace Lp(X) Reflexif Séparable Espace dual

Lp, 1 < p <∞ oui oui Lq, avec 1
p

+ 1
q

= 1

L1 non oui L∞

L∞ non non contient strictement L1

Exercice 1.2. 1) Soit (X,M, µ) un espace mesuré, f et g étant deux fonctions appartenant res-
pectivement Lp(X) et Lq(X) où p et q sont positifs, montrer que si on pose 1

p
+ 1

q
= 1

r
on a

f · g ∈ Lr(X) et ‖fg‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

2) Soit maintenant p, q ∈]1,+∞[ tels que pq ≥ p+ q, supposons que (fn)n≥0 ∈ Lp et (gn)n≥0 ∈ Lq

tels que
fn

Lp→ f et gn
Lq→ g.

Trouver l’espace convenable de sorte que la suite (fngn)n≥0 converge dans cet espace ?

Solution 1) On a

‖fg‖rr =

∫
X

|f |r |g|r dµ (1.3)

On a : 1
p

+ 1
q

= 1
r
⇒ 1

p
r

+ 1
q
r

= 1.

D’après l’inégalité de Hölder, on a

(1.3)⇔ ‖fg‖rr =

∫
X

|f |r |g|r dµ

≤ (

∫
X

(|f |r)
p
r dµ)

r
p (

∫
X

(|g|r)
q
r dµ)

r
q

≤ ‖f‖rp ‖g‖
r
q ,

i.e.,
‖fg‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

On a f ∈ Lp⇔ f est mesurable et ‖f‖p <∞, g ∈ Lq ⇔ g est mesurable et ‖g‖q <∞, donc
(f · g) est mesurable et ‖fg‖r <∞, ce qui implique que f · g ∈ Lr(X).
2) On a

fngn − fg = (fn − f)(gn − g) + (fn − f)g + f(gn − g).

D’après l’inégalité de Minkowski, on a

‖fngn − fg‖r ≤ ‖(fn − f)(gn − g)‖r + ‖(fn − f)g‖r + ‖f(gn − g)‖r .
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D’après l’inégalité de Hölder, on a

‖fngn − fg‖r ≤ ‖fn − f‖p ‖gn − g‖q + ‖fn − f‖p ‖g‖q + ‖f‖p ‖gn − g‖q .

Alors on a
limn→+∞ ‖fngn − fg‖r = 0,

ce qui implique que fngn
Lr→ fg pour r = pq

p+q
.
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CHAPITRE 2

TRANSFORMATION DE FOURIER

E n analyse, la transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non pério-
diques, du développement en série de Fourier des fonctions périodiques. La transforma-

tion de Fourier associe à une fonction intégrable définie sur R et à valeurs réelles ou complexes,
une autre fonction sur R appelée transformation de Fourier dont la variable indépendante peut
s’interpréter en physique comme la fréquence ou la pulsation.
La transformée de Fourier représente une fonction par la densité spectrale dont elle provient,
en tant que moyenne de fonctions trigonométriques de toutes fréquences. La théorie de la me-
sure ainsi que la théorie des distributions permettent de définir rigoureusement la transformée
de Fourier dans toute sa généralité, elle joue un rôle fondamental dans l’analyse harmonique.
Lorsqu’une fonction représente un phénomène physique, comme l’état du champ électroma-
gnétique ou du champ acoustique en un point, on l’appelle signal et sa transformée de Fourier
s’appelle son spectre.
Dans ce chapitre, nous allons étudier la transformée de Fourier des fonctions sommable et aux
carré intégrable, et quelques propriétés et applications pour la résolution des équations inté-
grales et équations aux dérivées partielles.

2.1 Définitions et notations

On note L1(R), l’ensemble des fonctions définies de R dans R, mesurable telles que∫
R |f(x)| dx < +∞.

Exemples 2.1. 1) la fonction f(x) = 1
1+x2

appartient à L1(R), car f est mesurable et∫
R
|f(x)| dx =

∫
R

∣∣∣∣ 1

1 + x2

∣∣∣∣ dx
=

∫
R

1

1 + x2
dx = π < +∞

19
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2) la fonction g de R dans R définie par g(x) = x n’appartient pas à L1(R), de façon général,
sauf dans le cas de la fonction nulle, les fonctions polynômes n’appartient pas à L1(R).

Définition 2.1. Soit f ∈ L1(R), on appelle transformée de Fourier de f , la fonction complexe de
la variable réelle ξ telle que

f̂(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξf(x)dx, ξ ∈ R.

Cette intégrale est bien définie puisque
∣∣e−2πix·ξf(x)

∣∣ = |f(x)| et f ∈ L1(R).

On écrira symboliquement, f̂(ξ) = F(f(x))(ξ).

Proposition 2.1. Si f ∈ L1(R), alors f̂ est bornée, continue, f̂(ξ) tend vers 0 quand |ξ| → +∞, et∥∥∥f̂∥∥∥
∞
≤ ‖f‖1 .

Preuve. On a
f̂(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξf(x)dx, ξ ∈ R.

La fonction sous le signe intégrale est continue pour presque tout x ∈ R et est mesurable pour
tout ξ ∈ R. En outre, on a ∣∣e−2πix·ξf(x)

∣∣ = |f(x)| , ∀ξ ∈ R.

Le second membre appartient à L1(R) et d’après le théorème de continuité pour les fonctions
définies par intégrales, la fonction f̂ est continue, par ailleurs on a∣∣∣f̂(ξ)

∣∣∣ ≤ ∫
R
|f(x)| dx

= ‖f‖1 , ∀ξ ∈ R

i.e., ∥∥∥f̂∥∥∥
∞

= supξ∈Ress
∣∣∣f̂(ξ)

∣∣∣
≤ ‖f‖1

< +∞.

Ce qui montre que f̂ est bornée.
• On montre maintenant que lim|ξ|→+∞f̂(ξ) = 0.

On sait que l’espace des fonctions étagées à support borné sur R est dense dans L1(R), i.e.,
∀f ∈ L1(R), ∃(ϕn)n≥0 suites de support bornée telles que

ϕn
L1

→ f ⇔ limn→+∞ ‖ϕn − f‖1 = 0.
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Alors on a, ϕ(x) =
n∑
k=1

αkχ[αk−1,αk](x),

ce qui implique que

ϕ̂(ξ) =

∫
R
(
n∑
k=1

αkχ[αk−1,αk](x))e−2πix·ξdx

=
n∑
k=1

αk

∫ αk

αk−1

e−2πix·ξdx

=
n∑
k=1

iαk
2πξ

(e−2πiξαk − e−2πiξαk−1),

alors on a

|ϕ̂(ξ)| ≤ 1

π
(
n∑
k=1

|αk|)
1

|ξ|
.

Si |ξ| → ∞, on a |ϕ̂(ξ)| → 0, donc∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣f̂(ξ)− ϕ̂(ξ)

∣∣∣+ |ϕ̂(ξ)| .

Ce qui implique que lim|ξ|→+∞

∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣ = 0,

i.e.,
lim|ξ|→+∞f̂(ξ) = 0.

Exemple 2.1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction porte :

π(x) =

1, |x| ≤ 1
2

0, |x| > 1
2

.

Solution On a

π̂(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξ · π(x)dx

=

∫ 1
2

− 1
2

e−2πix·ξdx

=
−1

2πiξ
(e−πiξ − eπiξ)

=
1

πξ
(
eπiξ − e−πiξ

2i
),
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donc,

π̂(ξ) =
sin(πξ)

πξ
, car sin(θ) =

eiθ − e−iθ

2i
, avec θ = πξ.

2.1.1 Cas particulier 1 : si f est paire

On sait que eiθ = cos(θ) + i sin(θ), donc l’intégrale de Fourier s’écrit

F(f(x))(ξ) =

∫ +∞

−∞
(cos(2πxξ)− i sin(2πxξ))f(x)dx.

Or, les fonctions x 7→ f(x) cos(2πxξ) et x 7→ f(x) sin(2πxξ) sont respectivement paire et impaire,
donc ∫

R
f(x) cos(2πxξ)dx = 2

∫ +∞

0

f(x) cos(2πxξ)dx et
∫
R
f(x) sin(2πxξ)dx = 0.

Donc, si f est paire, F(f(x))(ξ) est un nombre réel et

F(f(x))(ξ) = 2

∫ +∞

0

f(x) cos(2πxξ)dx.

2.1.2 Cas particulier 2 : si f est impaire

De la même façon, on montre que si f est impaire, F(f(x))(ξ) est un nombre imaginaire pur
et on a

F(f(x))(ξ) = −2i

∫ +∞

0

f(x) sin(2πxξ)dx.

2.2 Transformation de Fourier inverse

On peut obtenir f(x) à partir de f̂(ξ) par la transformation inverse (dite formule d’inversion
de Fourier)

f(x) = F−1(f̂(ξ))(x)

=

∫
R
e2πix·ξf̂(ξ)dξ.

Et plus généralement, si f n’est pas continue en x0, on a∫ +∞

−∞
e2πix·ξf̂(ξ)dξ =

f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
,

où f(x0 + 0) et f(x0 − 0) sont les limites à droite et à gauche de f(x).

c©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces Lp



2.2. TRANSFORMATION DE FOURIER INVERSE 23

Exercice 2.1. 1) Trouver la transformée de Fourier de f(x) =

1, |x| < a

0, |x| > a

2) En utilisant la transformée de Fourier inverse, calculer l’intégrale
∫ +∞
−∞

cos(2πxξ) sin(2πaξ)
ξ

dξ.

3) En déduire la valeur de l’intégrale
∫ +∞

0
sin(x)
x
dx.

Solution On a

f̂(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξ · f(x)dx

=

∫ a

−a
e−2πix·ξdx

=
−1

2πiξ
(e−2πiaξ − e2πiaξ)

=
1

πξ
(
e2πiaξ − e−2πiaξ

2i
)

donc,

f̂(ξ) =
sin(2πaξ)

πξ
, car sin(θ) =

eiθ − e−iθ

2i
, avec θ = 2πaξ.

2) On a d’après la formule d’inversion de Fourier∫
R
e2πix·ξf̂(ξ)dξ = f(x),

ce qui implique que

∫
R
(cos(2πxξ) + i sin(2πxξ))f̂(ξ)dξ =


1, |x| < a

1
2
, |x| = a

0, |x| > a

alors on a

∫
R

cos(2πxξ) sin(2πaξ)

πξ
dξ + i

∫
R

sin(2πxξ) sin(2πaξ)

πξ
dξ =


1, |x| < a

1
2
, |x| = a

0, |x| > a

(2.1)

Or, la fonction ξ 7→ sin(2πxξ) sin(2πaξ)
πξ

est une fonction impaire, donc la relation (2.1) devient

∫
R

cos(2πxξ) sin(2πaξ)

ξ
dξ =


π, |x| < a

π
2
, |x| = a

0, |x| > a
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3) Pour x = 0 et a = 1
2π

, on a∫
R

sin(ξ)

ξ
dξ = π ⇒ 2

∫ +∞

0

sin(ξ)

ξ
dξ = π

i.e., ∫ +∞

0

sin(ξ)

ξ
dξ =

π

2
.

2.3 Propriétés de la transformée de Fourier

1) Linéarité Soient f, g ∈ L1(R) et α, β ∈ R ∨ C, alors

F(αf(x) + βg(x))(ξ) = αf̂(ξ) + βĝ(ξ).

Preuve. On a

F(αf(x) + βg(x))(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξ(αf(x) + βg(x))dx

= α

∫
R
e−2πix·ξf(x)dx+ β

∫
R
e−2πix·ξg(x)dx

= αf̂(ξ) + βĝ(ξ)

2) Translation Soit f ∈ L1(R) et a ∈ R, alors

F(τaf)(ξ) = e−2πiaξf̂(ξ),

où (τaf)(x) = f(x− a).

Preuve. On a

F(f(x− a))(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξf(x− a)dx, on pose y = x− a

=

∫
R
e−2πi(y+a)ξf(y)dy

= e−2πiaξ

∫
R
e−2πiyξf(y)dy

= e−2πiaξf̂(ξ)
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3) Changement d’échelle Soit f ∈ L1(R) et λ ∈ R?, alors

F(hλf)(ξ) =
1

|λ|
f̂(
ξ

λ
),

où (hλf)(x) = f(λx).

Preuve. On a
F(hλf)(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξf(λx)dx, il y a deux cas

a) λ > 0, on pose λx = y⇔ dy = λdx, alors on a

F(f(λx))(ξ) =

∫
R
e−2πiy ξ

λf(y)
dy

λ

=
1

λ

∫
R
e−2πiy( ξ

λ
)f(y)dy

=
1

λ
f̂(
ξ

λ
)

b) λ < 0, alors on a λx = y⇔ dy = λdx

F(f(λx))(ξ) =

∫ −∞
+∞

e−2πiy ξ
λf(y)

dy

λ

=
−1

λ

∫ +∞

−∞
e−2πiy( ξ

λ
)f(y)dy

=
−1

λ
f̂(
ξ

λ
)

=
1

−λ
f̂(
ξ

λ
),

donc on a
F(f(λx))(ξ) =

1

|λ|
f̂(
ξ

λ
).

4) Modulation Soit f ∈ L1(R) et ξ0 ∈ R, alors

F(e2πiξ0xf(x))(ξ) = f̂(ξ − ξ0).

Preuve. On a

F(e2πiξ0xf(x))(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξ · e2πiξ0xf(x)dx

=

∫
R
e−2πi(ξ−ξ0)xf(x)dx

= f̂(ξ − ξ0).
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Remarque 2.1. Si f ∈ L1(R), alors limx→+∞f(x) = limx→−∞f(x) = 0.

Proposition 2.2. Soit f ∈ L1(R), supposons que f est dérivable et que f ′ ∈ L1(R), alors

F(f ′(x))(ξ) = (2πiξ)f̂(ξ).

Si en outre, f admet des dérivées jusqu’à l’ordre n qui sont dans L1(R), alors

F(f (n)(x))(ξ) = (2πiξ)nf̂(ξ).

Preuve. On a

F(f ′(x))(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξf ′(x)dx

= [e−2πix·ξf(x)]+∞−∞ + (2πiξ)

∫ +∞

−∞
e−2πix·ξf(x)dx, par partie

= 0 + (2πiξ)f̂(ξ), car e−2πix·ξf(x) ∈ L1(R).

• On peut démontrer par la récurrence que

F(f (n)(x))(ξ) = (2πiξ)nf̂(ξ).

Proposition 2.3. Soit f ∈ L1(R). Si xf(x) ∈ L1(R), alors f̂ est dérivable et l’on a

d

dξ
f̂(ξ) = F(−2πixf(x))(ξ),

si en outre, xnf(x) ∈ L1(R) alors

d(n)

dξn
f̂(ξ) = F((−2πix)nf(x))(ξ).

Preuve. On a
d

dξ
f̂(ξ) =

d

dξ

∫
R
e−2πix·ξf(x)dx,

comme
∣∣−2πixf(x)e−2πix·ξ

∣∣ = 2π |xf(x)| et que par hypothèse xf(x) ∈ L1(R), alors d’après le
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théorème de dérivation sous le signe intégrale,

d

dξ
f̂(ξ) =

∫
R

d

dξ
e−2πix·ξf(x)dx

=

∫
R
−2πixe−2πix·ξf(x)dx

= F(−2πixf(x))(ξ).

• Plus généralement, si xnf(x) ∈ L1(R) on peut montrer par la récurrence que

d(n)

dξn
f̂(ξ) = F((−2πix)nf(x))(ξ).

2.4 Produit de convolution

Soit f, g ∈ L1(R), alors (f ? g) ∈ L1(R) et on a

(f ? g)(x) =

∫
R
f(t)g(x− t)dt.

La transformée de Fourier du produit de convolution est

F((f ? g)(x))(ξ) = f̂(ξ) · ĝ(ξ).

On peut montrer aussi, que

F−1((f ? g)(x))(ξ) = F−1(f(x))(ξ) · F−1(g(x))(ξ).

Preuve. On a

F((f ? g)(x))(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξ(f ? g)(x)dx

=

∫ +∞

−∞
e−2πix·ξ(

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t)dt)dx.

En appliquant le théorème de Fubini, alors on a∫ +∞

−∞
e−2πix·ξ(

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t)dt)dx =

∫ +∞

−∞
f(t)(

∫ +∞

−∞
e−2πix·ξg(x− t)dx)dt.
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On pose y = x− t⇔ dy = dx, alors

F((f ? g)(x))(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(t)(

∫ +∞

−∞
e−2πi(y+t)ξg(y)dy)dt

=

∫ +∞

−∞
e−2πit·ξf(t)(

∫ +∞

−∞
e−2πiy·ξg(y)dy)dt

=

∫ +∞

−∞
e−2πit·ξf(t)dt

∫ +∞

−∞
e−2πiy·ξg(y)dy

= f̂(ξ) · ĝ(ξ).

2.5 Formule de Parseval-Plancherel

On a la relation suivante établie par Parseval pour les séries de Fourier et généralisée par
Plancherel (1910) aux transformées de Fourier∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx =

∫ +∞

−∞
f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ.

Un cas particulier important si f = g, on a∫ +∞

−∞
f(x)f(x)dx =

∫ +∞

−∞
f̂(ξ)f̂(ξ)dξ,

i.e., ∫ +∞

−∞
|f(x)|2 dx =

∫ +∞

−∞

∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣2 dξ.

Preuve. On a ∫
R
f(x)g(x)dx = F [f(x)g(x)]ξ=0

= [f̂(ξ) ? ĝ(−ξ)]ξ=0

= [

∫
R
f̂(t)ĝ(t− ξ)dt]ξ=0

=

∫
R
f̂(t)ĝ(t)dt.

Exercice 2.2. On considère les fonctions définies sur R par

f(x) =
1

1 + x2
, g(x) =

1

2− 2x+ x2
, h(x) =

x

(1 + x2)2
,
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sachant que f̂(ξ) = πe−2π|ξ|, déterminer ĝ(ξ) et ĥ(ξ).

Solution On a g(x) = 1
2−2x+x2

⇒ g(x) = 1
(x−1)2+1

i.e., g(x) = (τ1f)(x), donc ĝ(ξ) = F((τ1f)(x))(ξ)

⇒ ĝ(ξ) = e−2πiξ(1) · f̂(ξ)

i.e.,
ĝ(ξ) = e−2πiξπe−2π|ξ|.

• On a d
dx

( 1
1+x2

) = −2x
(1+x2)2

⇒ h(x) = −1
2
f ′(x), alors

ĥ(ξ) = F(
−1

2
f ′(x))(ξ)

=
−1

2
F(f ′(x))(ξ)

=
−1

2
(2πiξ) · f̂(ξ)

= −iπ2ξe−2π|ξ|.

Proposition 2.4. Soit f ∈ L1(R), alors on a

F(f∨(x))(ξ) = f̂(−ξ), où f∨(x) = f(−x).

Preuve. On a

F(f∨(x))(ξ) =

∫
R
e−2πix·ξf(−x)dx, on pose y = −x⇔ dy = −dx

= −
∫ −∞

+∞
e−2πi(−y)ξf(y)dy

=

∫ +∞

−∞
e−2πiy(−ξ)f(y)dy

= f̂(−ξ).

Corollaire 2.1. Soit f ∈ L1(R) telle que f̂ ∈ L1(R). Alors, pour tout x ∈ R on a

F(f̂(ξ))(x) = f(−x).

Autrement dit, F(F(f)) = f∨ p. p.

2.6 Exemples usuels

Soit a > 0 fixé, c et d deux réels tels que c < d.

Calcul direct : En appliquant la définition de la transformée de Fourier on a pour tout ξ ∈ R,
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(i) F(χ[c,d](x))(ξ) =

d− c, ξ = 0

sin(π(d−c)ξ)
πξ

e−iπ(c+d)ξ, ξ 6= 0

en particulier F(χ[−a
2
,a
2

](x))(ξ) = sin(πaξ)
πξ

.

(ii) F(e−axχ]0,+∞[(x))(ξ) = 1
a+2πiξ

.

(iii) F((1− 2|x|
a

)χ[−a
2
,a
2

](x))(ξ) = 2
sin2(πaξ

2
)

π2aξ2
.

(iv) F(eaxχ]−∞,0[(x))(ξ) = 1
a−2πiξ

.

(v) F(e−a|x|)(ξ) = 2a
a2+4π2ξ2

.

(vi) F(sign(x)e−a|x|)(ξ) = −4πiξ
a2+4π2ξ2

.

(vii) F(e−ax
2
)(ξ) =

√
π
a
e−

π2ξ2

a .

(viii) F( 1
ch(ax)

)(ξ) = 1

ch(π
2ξ
a

)
.

(ix) F( 1
a2+x2

)(ξ) = π
a
e−2πa|ξ|.

Théorème 2.1. Soit f ∈ L1(R) telle que f̂(ξ) = 0, alors f = 0 p. p.

2.7 Résolution des équations intégrales par la transformée de

Fourier

Une équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce est une équation de la forme

ϕ(x)−
∫ +∞

−∞
k(x, y)ϕ(y)dy = f(x), (2.2)

où f et k sont des fonctions données, k(x, y) s’appel le noyau de l’intégrale et ϕ(x) c’est la fonc-
tion inconnue. Pour là résoudre il faut que le noyau dépendant de la différence des arguments,
i.e., l’équation (2.2) devient

ϕ(x)−
∫ +∞

−∞
k(x− y)ϕ(y)dy = f(x), (2.3)

ce qui implique que
ϕ(x)− (k ? ϕ)(x) = f(x).

En appliquant la transformée de Fourier, on obtient

ϕ̂(ξ)− k̂(ξ) · ϕ̂(ξ) = f̂(ξ), (2.4)
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avec ϕ̂(ξ), k̂(ξ), f̂(ξ) les transformées de Fourier de ϕ(x), k(x), f(x) respectivement. Sous la
condition 1− k̂(ξ) 6= 0, l’équation (2.4) devient

ϕ̂(ξ) =
f̂(ξ)

1− k̂(ξ)
.

Moyennant la formule d’inversion de Fourier, on obtient

ϕ(x) =

∫ +∞

−∞
e2πixξ f̂(ξ)

1− k̂(ξ)
dξ.

Exercice 2.3. Résoudre l’équation intégrale suivante

ϕ(x)− λ
∫
R
e−|x−t|ϕ(t)dt = e−|x|, λ ∈ R et λ > 0, (2.5)

sachant que F(e−a|x|)(ξ) = 2a
a2+4π2ξ2

.

Solution On pose f(x) = e−|x|, donc l’équation (2.5) devient

ϕ(x)− λ(f ? ϕ)(x) = f(x).

En appliquant la transformée de Fourier, on obtient

ϕ̂(ξ)− λ(f̂(ξ) · ϕ̂(ξ)) = f̂(ξ),

ce qui implique que
(1− λf̂(ξ))ϕ̂(ξ) = f̂(ξ),

donc on a

ϕ̂(ξ) =
f̂(ξ)

1− λf̂(ξ)
, car f̂(ξ) 6= 1

λ
.

i.e.,
ϕ̂(ξ) =

2

(1− 2λ) + 4π2ξ2
.

• Si (1− 2λ) ≤ 0⇔ λ ≥ 1
2
, la fonction

ξ 7−→ 2

(1− 2λ) + 4π2ξ2
,

n’est pas continue sur R, donc ne peut pas être la transformée de Fourier d’une fonction inté-
grable, donc l’équation (2.5) n’admet pas de solution.
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• Si (1− 2λ) > 0⇔ λ ∈]0, 1
2
[, la fonction ξ 7−→ 2

(1−2λ)+4π2ξ2
est continue sur R, donc on a

ϕ̂(ξ) =
2

(1− 2λ) + 4π2ξ2

=
1√

1− 2λ
· 2

√
1− 2λ

(
√

1− 2λ)2 + 4π2ξ2

=
1√

1− 2λ
F(e−

√
1−2λ|x|)(ξ).

i.e.,
F(ϕ(x))(ξ) = F(

1√
1− 2λ

· e−
√

1−2λ|x|)(ξ).

Puisque la transformée de Fourier est injective sur L1(R), donc on a

ϕ(x) =
1√

1− 2λ
· e−

√
1−2λ|x|.

2.8 Extension de la transformée aux fonctions de carré inté-

grable

La définition de la transformée de Fourier donnée par la formule
∫
R e
−2πix·ξf(x)dx n’est pas

directement applicable à une fonction quelconque de L2(R). Toute fois, cette définition convient
lorsque f ∈ L1(R)∩L2(R) et on démontre que f̂ appartient aussi à L2(R) et ‖f‖2 =

∥∥∥f̂∥∥∥
2
. Cette

isométrie de L1(R) ∩ L2(R) dans L2(R) s’étend en une isométrie de L2(R) sur L2(R) et cette
extension permet de définir la transformée de Fourier ( on peut aussi l’appeler la transformée
de Fourier-Plancherel) pour toute fonction f de L2(R).

Théorème 2.2. (Théorème de Plancherel) Soit f ∈ L1(R) ∩ L2(R). Alors f̂ ∈ L2(R) et on a

‖f‖2 =
∥∥∥f̂∥∥∥

2
.

L’extension de la transformation de Fourier à L2(R) se fait en utilisant la densité (L1(R) ∩
L2(R), ‖·‖2) dans L2(R) et la complétion de L2(R). C’est une application du résultat de topo-
logie suivant

Lemme 2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, F complet, et G un sous-espace vectoriel
dense dans E. Si u est une application linéaire continue de G dans F , alors il existe un prolongement
unique ũ linéaire continue de E dans F et la norme de ũ est égal à la norme de u.

D’après le théorème de Plancherel (Théorème 2.2) F est une isométrie de L1(R) ∩ L2(R) dans
L2(R). En appliquant le Lemme ci-dessus avec E = F = L2(R) et G = L1(R)∩L2(R), on obtient
le théorème suivant

c©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces Lp



2.8. EXTENSION DE LA TRANSFORMÉE AUX FONCTIONS DE CARRÉ INTÉGRABLE 33

Théorème 2.3. (Théorème de Plancherel-Riesz) Il existe une automorphisme unique, qu’on note
aussi F , de L2(R) qui prolonge canoniquement l’isométrie

L1(R) ∩ L2(R) → L2(R)

f 7→ f̂

De plus pour tout (f, g) ∈ L2(R)× L2(R), on a

1. F(F−1(f)) = F−1(F(f)) = f p. p.

2.
∫
R f(x)g(x)dx =

∫
R f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ Formule de Parseval-Plancherel.

3. limA→+∞ ‖ϕA −F(f)‖2 = 0 où ϕA(ξ) =
∫
R e
−2πix·ξf(x)χ[−A,A](x)dx.

4. limA→+∞ ‖ψA − f‖2 = 0 où ψA(x) =
∫
R e

2πix·ξf̂(ξ)χ[−A,A](ξ)dξ.

Exercice 2.4. On considère les fonctions définies sur R par

f(x) =
sin(πx)

πx
et g(x) = sin(πx)e−πx

2

.

1) Calculer f̂(ξ) et en déduire la valeur de l’intégrale
∫ +∞
−∞ ( sin(πx)

πx
)2dx

2) Calculer ĝ(ξ), on rappelle que F(πxe−πx
2
)(ξ) = −iπξe−πξ2 .

Solution 1) On sait d’après l’exemple 2.1 que la transformée de Fourier de la fonction porte
π(x) est

π̂(ξ) =
sin(πξ)

πξ
.

Donc on a
F(π̂(x))(ξ) = π(−ξ),

ce qui implique que

F(
sin(πx)

πx
)(ξ) = π(ξ) car π est paire.

• On a d’après la formule de Parseval-Plancherel∫
R
(
sin(πx)

πx
)2dx =

∫
R
(π(ξ))2dξ

=

∫ 1
2

− 1
2

(1)2dξ

= 1.
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2) On a

g(x) = sin(πx)e−πx
2

=
sin(πx)

πx
· πxe−πx2

= f(x) · h(x), avec h(x) = πxe−πx
2

.

Donc on a

ĝ(ξ) = F(f(x) · h(x))(ξ)

= f̂(ξ) ? ĥ(ξ)

=

∫
R
f̂(ξ − y)ĥ(y)dy

=

∫
R
π(ξ − y)(−iπye−πy2)dy

= −iπ
∫ ξ+ 1

2

ξ− 1
2

ye−πy
2

dy

= − i
2

(e−πξ
2+πξ−π

4 − e−πξ2−πξ−
π
4 ).

i.e.,
ĝ(ξ) = −ie−πξ2−

π
4 sh(πξ).

Théorème 2.4. 1. Si (f, g) ∈ L1(R)× L2(R), alors F(f ? g) = F(f)F(g).

2. Si (f, g) ∈ L2(R)× L2(R), alors F(f · g) = F(f) ? F(g).

2.9 Transformée de Fourier dans L2(R) d’une dérivée

Théorème 2.5. Soit f ∈ L2(R)

• Si f est continue de classe C1 par morceau et telle que f ′ ∈ L2(R), alors pour tout ξ ∈ R,

F(f ′(x))(ξ) = (2πiξ)f̂(ξ).

• Si de plus f est de classe Cm par morceau où m ∈ N? et telle que les dérivées f (k) jusqu’à l’ordre m
inclus sont de carré intégrable, alors pour presque tout ξ ∈ R et pour tout 1 ≤ k ≤ m, on a

F(f (k)(x))(ξ) = (2πiξ)kf̂(ξ).

Exercice 2.5. La transformée de Fourier de la fonction dérivée est-il applicable à la fonction
f(x) = χ[−1,1](x).
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Solution On a f ′(x) = 0 p. p., donc f̂ ′(ξ) = 0.

D’autre part, on a d’après l’exemple usuel F(χ[−1,1](x))(ξ) = sin(2πξ)
πξ

, alors

(2πiξ)f̂(ξ) = 2i sin(2πξ),

i.e.,
f̂ ′(ξ) 6= (2πiξ)f̂(ξ), car

f n’est pas dérivable aux points (1) et (−1).

2.10 Application à la résolution des équations aux dérivées

partielles

2.10.1 E’quation de la chaleur

Soit une tige homogène (très mince) et de longueur infinie, isolée de l’extérieur. On se donne
à l’instant t = 0 la répartition u0(x) = u(0, x) de la température en chaque point de la tige
(x ∈ R) et on cherche à déterminer son évolution u(t, x) sachant qu’elle vérifie ce qu’on appelle
l’équation de la chaleur

(c)

∂u
∂t
− ∂2u

∂x2
= 0, (t, x) ∈]0,+∞[×R

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
.

• On suppose que u0 ∈ L1(R), et on cherche une fonction u(t, x) ∈ C1,2(]0,+∞[×R).
• On suppose que pour t > 0 fixé, on a∫

R
|u(t, x)| dx < +∞,

∫
R

∣∣∣∣∂u∂t (t, x)

∣∣∣∣ dx < +∞,
∫
R

∣∣∣∣∂2u

∂x2
(t, x)

∣∣∣∣ dx < +∞,

de sorte que les fonctions x 7→ u(t, x), x 7→ ∂u
∂t

(t, x), x 7→ ∂2u
∂x2

(t, x) ont pour chaque valeur de
t > 0 fixée une transformée de Fourier par rapport à la variable d’espace x.
• On suppose de plus que pour t > 0, on a∫

R

∂u

∂t
(t, x)e−2πix·ξdx =

∂

∂t
(

∫
R
u(t, x)e−2πix·ξdx).

On pose pour t ≥ 0 fixé

û(t, ξ) =

∫
R
e−2πix·ξu(t, x)dx.
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En appliquant la transformée de Fourier par rapport à la variable d’espace x, on obtient

F(
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
) = 0,

ce qui implique que

F(
∂u

∂t
)(ξ)−F(

∂2u

∂x2
)(ξ) = 0,

donc on a ∫
R
e−2πix·ξ ∂u

∂t
(t, x)dx− (2πiξ)2û(t, ξ) = 0,

i.e.,
∂

∂t
û(t, ξ) + 4π2ξ2û(t, ξ) = 0. (2.6)

Ainsi, ∀ξ ∈ R fixé, û est solution de l’équation différentielle par rapport au temps t, donc

û(t, ξ) = ce−4π2ξ2t.

Pour t = 0⇒ û(0, ξ) = c = û0(ξ), donc la solution est

û(t, ξ) = û0(ξ)e−4π2ξ2t.

La formule d’inversion de Fourier donne

u(t, x) = F−1(û0(ξ)e−4π2ξ2t)(x)

= F−1(û0(ξ))(x) ? F−1(e−4π2ξ2t)(x)

= u0(x) ?
1√
4πt

e−
x2

4t , car F(
1√
4πt

e−
x2

4t )(ξ) = e−4π2ξ2t

= (u0 ?
1√
4πt

e−
x2

4t )(x),

i.e.,

u(t, x) =
1√
4πt

∫
R
e−

(x−y)2
4t u0(y)dy.

Exercice 2.6. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e−πx
2

1) Vérifier que f est la solution de l’équation différentielle

f ′(x) + 2πxf(x) = 0 (2.7)

2) En appliquant la transformée de Fourier a (2.7), montrer que f̂(ξ) est une solution d’une
équation différentielle (̂2.7) du premier ordre qu’on déterminera.
3) Résoudre (̂2.7) et déterminer f̂(ξ), sachant que

∫
R e
−πx2dx = 1.
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Solution 1) On a

f ′(x) + 2πxf(x) = −2πxe−πx
2

+ 2πxe−πx
2

= 0.

2) En appliquant la transformée de Fourier, on obtient

F(f ′(x) + 2πxf(x)) = 0,

ce qui implique que

F(f ′(x))(ξ) + 2πF(xf(x))(ξ) = 0, car F est linéaire

i.e.,

(2πiξ)f̂(ξ) + 2π(
−1

2πi

d

dξ
f̂(ξ)) = 0,

alors l’équation (̂2.7) devient comme suit

d

dξ
f̂(ξ) + 2πξf̂(ξ) = 0.

3) On a d
dξ
f̂(ξ) + 2πξf̂(ξ) = 0⇒ d

dξ
f̂(ξ) = −2πξf̂(ξ), ce qui implique que

df̂(ξ)

f̂(ξ)
= −2πξdξ⇒

∫ df̂(ξ)

f̂(ξ)
=
∫
−2πξdξ⇒ ln( f̂(ξ)

c
) = −πξ2,

i.e.,
f̂(ξ) = ce−πξ

2

.

Pour ξ = 0, on a f̂(0) = c et f̂(0) =
∫
R f(x)dx,

ce qui implique que

c =

∫
R
e−πx

2

dx

= 1,

i.e.,
f̂(ξ) = e−πξ

2

.
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CHAPITRE 3

TRANSFORMATION DE LAPLACE

U ne des méthodes les plus efficaces pour résoudre certains équations différentielles est
d’utiliser la transformation de Laplace . La transformation de Laplace transforme des

fonctions f(x) en d’autres fonctions F (s), on écrit

F = L(f) ou F (s) = L(f(x))(s).

La transformation de Laplace inverse transforme F (s) en f(x), on écrit

f = L−1(F ) ou f(x) = L−1(F (s))(x).

On verra plus loin sur quelles fonctions ces transformations sont définies. La propriété essen-
tielle est que, sous certaines conditions,

L(f ′(x))(s) = s · F (s).

Ainsi, les équations différentielles deviennent des équations algébriques.

3.1 Fonctions CL

La classe des fonctions réelles CL est formée des fonctions causales continues par morceaux
et d’ordre exponentielle.
• Une fonction est causale si elle est nulle pour x < 0, f(x) = 0 si x < 0.

• Elle continue par morceaux si elle n’admet que des points de discontinuités de première es-
pèce ( admettant une limite à gauche et une limite à droite ).
• Elle est d’ordre exponentielle si elle est bornée par une exponentielle i.e., s’il existe des
constantes réelles M ≥ 0 et α telles que

|f(x)| ≤Meαx, ∀x ≥ x0.

38
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• Les fonctions usuelles sin(ωx), x2, ex ne sont pas causales, une façon de créer des fonctions
causales est d’utiliser la fonction de Heaviside

H(x) =

1, x ≥ 0

0, x < 0
.

Par exemple la fonction f(x) = ex n’est pas une fonction causale, mais si en multiplier parH(x),
on a

f(x) = exH(x)

=

ex, x ≥ 0

0, x < 0
.

3.2 Définition de transformation de Laplace

Définition 3.1. La transformation de Laplace d’une fonction de CL est définie par

L(f(x))(s) = F (s) =

∫ +∞

0

e−sxf(x)dx,

s est ici une variable complexe (fréquence) et F (s) une fonction complexe.

Remarques 3.1. 1) F est définie par une intégrale impropre qui ne converge pas toujours si
f /∈ CL.
2) Si f est discontinue en 0, la borne inférieure de l’intégrale devrait être notée 0+.

Exercice 3.1. Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes

1) f(x) = H(x)e2x =

e2x, x ≥ 0

0, x < 0
, 2) g(x) = H(x) =

1, x ≥ 0

0, x < 0
.

Solution 1) Soit F (s) = L(f(x))(s), donc

F (s) =

∫ +∞

0

e−sxf(x)dx

=

∫ +∞

0

e(2−s)xdx

=
1

2− s
[e(2−s)x]+∞0 .
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Soit s = α + iβ ⇒ e(2−s)x = e(2−α)xe−iβx, donc

limx→+∞
∣∣e(2−s)x∣∣ = limx→+∞e

(2−α)x = 0 si α > 2, donc

F (s) =
1

2− s
[e(2−s)x]+∞0

=
1

2− s
(0− 1)

=
1

s− 2
,

i.e.,
F (s) =

1

s− 2
, Re(s) > 2.

2) Soit G(s) = L(g(x))(s), donc

G(s) =

∫ +∞

0

e−sxH(x)dx

=

∫ +∞

0

e−sxdx

=
−1

s
[e−sx]+∞0 .

Soit s = α + iβ ⇒ e−sx = e−αxe−iβx, donc

limx→+∞
∣∣e−sx∣∣ = limx→+∞e

−αx = 0 si α > 0, donc

G(s) =
−1

s
[e−sx]+∞0

=
−1

s
(0− 1)

=
1

s
,

i.e.,
G(s) =

1

s
, Re(s) > 0.

Théorème 3.1. Soit f une fonction définie sur R et telle que

(i) f(x) = 0, ∀x < 0,

(ii) f est continue par morceaux sur [0,+∞[,

(iii) il existe des constantes M ≥ 0 et r telles que

∀x ≥ x0; |f(x)| ≤Merx.
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Alors, la transformée de Laplace de f existe pour tout Re(s) > r.

Preuve. On a ∫ +∞

0

e−sxf(x)dx =

∫ x0

0

e−sxf(x)dx+

∫ +∞

x0

e−sxf(x)dx.

L’intégrale
∫ x0

0
e−sxf(x)dx existe car f est continue par morceaux. Concernant l’autre intégrale,

notons que

∣∣e−sxf(x)
∣∣ =

∣∣e−(α+iβ)xf(x)
∣∣

= e−αx |f(x)|

≤ Me−(α−r)x.

Or
∫ +∞
x0

Me−(α−r)xdx converge car Re(s) = α > r, donc d’après le critère de comparaison
des intégrales généralisées, l’intégrale

∫ +∞
x0
|e−sxf(x)| dx converge aussi, ce qui entraine que∫ +∞

x0
e−sxf(x)dx existe. Par conséquent

∫ +∞
0

e−sxf(x)dx existe dans le demi-plan

{s ∈ C : Re(s) > r} .

Exercice 3.2. Calculer la transformée de Laplace de

1) f(x) =

xn, x ≥ 0

0, x < 0
, n ∈ N.

Solution On a

F (s) =

∫ +∞

0

e−sx · xndx = In,

une intégration par partie, on obtient

In = [−x
n

s
e−sx]+∞0 +

n

s

∫ +∞

0

xn−1 · e−sxdx

=
n

s

∫ +∞

0

xn−1 · e−sxdx, car limx→+∞(−x
n

s
e−sx) = 0, si α > 0 avec s = α + iβ,

i.e.,
In =

n

s
· In−1.

Par la récurrence, on obtient
In =

n

s
· n− 1

s
× ...× 1

s
· I0,

c©2022, FERAHTIA Nassim Transformations intégrales dans les espaces Lp



3.3. PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMÉE DE LAPLACE 42

et

I0 =

∫ +∞

0

e−sxdx

=
1

s
, si α > 0.

Donc
In =

n

s
× n− 1

s
× ...× 1

s
× 1

s
, Re(s) > 0,

i.e.,

F (s) =
n!

sn+1
, Re(s) > 0.

3.3 Propriétés de la transformée de Laplace

1) Linéarité La transformée de Laplace est une application linéaire. Plus précisément, pour tout
α, β ∈ C, pour toutes fonctions f, g d’abscisses de sommabilité respectives r, σ, alors

L(αf(x) + βg(x))(s) = αF (s) + βG(s),

où F (s) = L(f(x))(s), G(s) = L(g(x))(s) et Re(s) > max(r, σ).

Preuve. En effet, si les fonctions f et g admettent les transformées de Laplace

L(f(x))(s) = F (s) =

∫ +∞

0

e−sxf(x)dx, L(g(x))(s) = G(s) =

∫ +∞

0

e−sxg(x)dx,

alors on a

L(αf(x) + βg(x))(s) =

∫ +∞

0

e−sx(αf(x) + βg(x))dx

= α

∫ +∞

0

e−sxf(x)dx+ β

∫ +∞

0

e−sxg(x)dx

= αF (s) + βG(s).

• Si les abscisses de sommabilité de f et g sont respectivement r et σ, alors le domaine de
sommabilité sur lequel αf + βg est défini est {s ∈ C : Re(s) > max(r, σ)} .

2) Translation Si L(f(x))(s) = F (s) avec Re(s) > r, alors

L(τaf)(s) = e−asF (s), Re(s) > r.

Où (τaf)(x) = f(x− a).
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Preuve. Posons g(x) =

f(x− a), x ≥ a

0, x < a
.

On a

L(g(x))(s) =

∫ +∞

0

e−sxg(x)dx

=

∫ a

0

e−sxg(x)dx+

∫ +∞

a

e−sxg(x)dx

=

∫ +∞

a

e−sxf(x− a)dx,

on pose x− a = t⇔ dt = dx, alors

L(g(x))(s) = e−as
∫ +∞

0

e−stf(t)dt

= e−asF (s).

Exercice 3.3. Trouver la transformée de Laplace de

f(x) =


0, x < 0

1, 0 < x < a

2, x > a

.

Solution On a f(x) = H(x) +H(x− a), où H(x) est la fonction de Heaviside, et soit
F (s) = L(f(x))(s), donc F (s) = L(H(x))(s) + L(τaH)(s),
i.e.,

F (s) =
1

s
+ e−as · 1

s
, Re(s) > 0.

3) Propriété Si F (s) = L(f(x))(s), alors

L(f(x)e−αx)(s) = F (s+ α), Re(s+ α) > r.

Preuve. On a

L(f(x)e−αx)(s) =

∫ +∞

0

e−sxf(x)e−αxdx

=

∫ +∞

0

e−(α+s)xf(x)dx

= F (s+ α).
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4) Changement d’échelle Si L(f(x))(s) = F (s), alors

L(f(λx))(s) =
1

λ
F (

s

λ
), λ > 0.

Preuve. On a

L(f(λx))(s) =

∫ +∞

0

e−sxf(λx)dx, on pose t = λx⇔ dt = λdx

=
1

λ

∫ +∞

0

e−
s
λ
tf(t)dt

=
1

λ
F (

s

λ
).

4) Conjugaison complexe Si L(f(x))(s) = F (s), alors

L(f(x))(s) = F (s)

Preuve. On a

L(f(x))(s) =

∫ +∞

0

e−sxf(x)dx

=

∫ +∞

0

e−sxf(x)dx

= F (s).

Proposition 3.1. La transformée de Laplace d’une fonction localement sommable f , est une fonction
holomorphe dans le domaine de sommabilité {s ∈ C : Re(s) > r} et on a la formule

F (n)(s) =

∫ +∞

0

(−x)nf(x)e−sxdx = (−1)nL(xnf(x))(s).

Exercice 3.4. Déterminer la transformée de Laplace de xn, d’après la Proposition précédente.

Solution On a
L(xnf(x))(s) = (−1)nF (n)(s), ici f(x) = 1,

donc on a
L(xn)(s) = (−1)n(

1

s
)(n), Re(s) > 0.
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En utilisant la dérivée successive d’ordre n, on peut démontrer par la récurrence que

(
1

s
)(n) =

n!

(−1)nsn+1
,

i.e.,

L(xn)(s) =
n!

sn+1
, Re(s) > 0.

3.4 Transformée de la dérivée

Théorème 3.2. Si f ′ est continue par morceaux sur tout fermé [0, x0] et si L(f(x))(s) = F (s) et s’il
existe M > 0 et r telles que |f(x)| ≤Merx, ∀x ≥ x0 alors

L(f ′(x))(s) = sF (s)− f(0+), Re(s) > r.

Preuve. On a

L(f ′(x))(s) =

∫ +∞

0

e−sxf ′(x)dx,

en intégrant par parties on obtient

L(f ′(x))(s) = [e−sxf(x)]+∞0 + s

∫ +∞

0

e−sxf(x)dx.

Comme limx→+∞e
−sxf(x) = 0, car

limx→+∞
∣∣e−sxf(x)

∣∣ = limx→+∞e
−αx |f(x)| , s = α + iβ

≤ limx→+∞Me(r−α)x = 0, avec Re(s) > r

donc, [e−sxf(x)]+∞0 = −f(0+)

f(0+) représentant la limite à droite de f(x) quand x→ 0.

D’où
L(f ′(x))(s) = sF (s)− f(0+), Re(s) > r.

Généralisation Si f ′′ vérifie à son tour les hypothèses du théorème, on a

L(f ′′(x))(s) = sL(f ′(x))(s)− f ′(0+)

= s(sF (s)− f(0+))− f ′(0+),

d’où
L(f ′′(x))(s) = s2F (s)− sf(0+)− f ′(0+).
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• On peut démontrer par la récurrence que

L(f (n)(x))(s) = snF (s)− sn−1f(0+)− sn−2f ′(0+)− ...− sf (n−2)(0+)− f (n−1)(0+).

Cas particulier Si f(0+) = f ′(0+) = ... = f (n−1)(0+) = 0, on a

L(f (n)(x))(s) = snF (s).

Remarque 3.1. En général, si f(x) est discontinue aux points x1, x2, ..., xn, alors

L(f ′(x))(s) = sF (s)− f(0+)−
n∑
k=1

e−sxk(f(x+
k )− f(x−k )).

Proposition 3.2. Si L(f(x))(s) = F (s), alors

L(

∫ x

0

f(t)dt)(s) =
F (s)

s
, Re(s) > max(0, r).

Preuve. Posons g(x) =
∫ x

0
f(t)dt. D’après le précédent on a

L(g′(x))(s) = sL(g(x))(s)− g(0+)

= sL(g(x))(s),

car g(0) = 0, or g′(x) = f(x), d’où L(g(x))(s) = L(f(x))(s), on en déduit que sL(g(x))(s) =

L(f(x))(s).

i.e.,

L(

∫ x

0

f(t)dt)(s) =
L(f(x))(s)

s

=
F (s)

s
.

3.5 Transformation de Laplace inverse

Soit F (s) la transformée de Laplace d’une fonction f(x). On appelle transformée de Laplace
inverse, ou original de F (s), la fonction f(x), on note f(x) = L−1(F (s))(x).

Exemple 3.1. 1) L−1( 1
s2

)(x) = xH(x).
2) L−1( s

s2+4
)(x) = cos(2x)H(x), car L(cos(ax))(s) = s

s2+a2
.
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• On démontre que si les fonctions f considérées possèdent les propriétés énoncées au début
du chapitre, i.e.,
• Une fonction causale.
• Continue par morceaux sur tout fermé [0, x0].
• D’ordre exponentiel.
L’original f(x) d’une fonction F (s) est unique sur tout sous-ensemble où il est continu.

La recherche de l’original conduit à étudier les propriétés de l’application F (s)
L−1

→ f(x), appelée
transformation de Laplace inverse.

3.6 Propriétés de la transformation de Laplace inverse

1) Linéarité L’inverse d’une application linéaire étant linéaire

L−1(αF (s) + βG(s))(x) = αL−1(F (s))(x) + βL−1(G(s))(x).

• D’une façon générale pour obtenir l’original d’une fraction rationnelle F (s) = N(s)
D(s)

, on utilise
sa décomposition en éléments simples.

Exercice 3.5. Trouver l’original de F (s) = s+1
s2(s2+4)

.

Solution La décomposition de F (s) s’écrit

s+ 1

s2(s2 + 4)
=
A

s2
+
B

s
+
cs+ d

s2 + 4
,

le calcul donne A = 1
4
, B = 1

4
, c = −1

4
, d = −1

4
,

d’où
f(x) =

1

4
L−1(

1

s2
)(x) +

1

4
L−1(

1

s
)(x)− 1

4
L−1(

s

s2 + 4
)(x)− 1

4
L−1(

1

s2 + 4
)(x),

i.e.,
f(x) = (

1

4
+

1

4
x− 1

4
cos(2x)− 1

8
sin(2x))H(x).

2) Original de F (as), a > 0 Soit f(x) l’original de F (s), i.e., f(x) = L−1(F (s))(x), on a

F (as) =

∫ +∞

0

e−asxf(x)dx, y = ax ⇔ dy = adx

=
1

a

∫ +∞

0

e−syf(
y

a
)dy,
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d’où

F (as) =
1

a
L(f(

x

a
))(s)

= L(
1

a
f(
x

a
))(s),

i.e.,
L−1(F (as))(x) =

1

a
f(
x

a
).

3) Original de F (s+ a) Soit f(x) = L−1(F (s))(x), on a

F (s+ a) =

∫ +∞

0

e−(s+a)xf(x)dx

=

∫ +∞

0

e−sx(e−axf(x))dx

= L(e−axf(x))(s),

d’où
L−1(F (s+ a))(x) = e−axf(x).

Exemple 3.2. 1) L−1( s+a
(s+a)2+a2

)(x) = e−ax cos(ax), x ≥ 0

2) L−1( a
(s+a)2+a2

)(x) = e−ax sin(ax), x ≥ 0

Exercice 3.6. Trouver l’original de F (s) = s
s2+s+1

Solution On peut écrire

s

s2 + s+ 1
=

s

(s+ 1
2
)2 + 3

4

=
s+ 1

2

(s+ 1
2
)2 + 3

4

− 1

2

1

(s+ 1
2
)2 + 3

4

,

donc

f(x) = L−1(
s+ 1

2

(s+ 1
2
)2 + 3

4

)(x)− 1

2
L−1(

1

(s+ 1
2
)2 + 3

4

)(x),

i.e.,

f(x) = e−
1
2
x cos(

√
3

2
x)− 1√

3
e−

1
2
x sin(

√
3

2
x), x ≥ 0.

4) Original de F (s)×G(s)

Théorème 3.3. Si L−1(F (s))(x) = f(x) et L−1(G(s))(x) = g(x), alors

L−1(F (s)×G(s))(x) =

∫ x

0

f(t)g(x− t)dt,
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l’intégrale
∫ x

0
f(t)g(x− t)dt est appelée produit de convolution de f par g est notée (f ? g)(x)

• On vérifie facilement que (f ? g)(x) = (g ? f)(x).

Exercice 3.7. Trouver l’original de F (s) = 1
s2(s+1)

Solution Soit f(x) = L−1(F (s))(x), on a

L−1(
1

s2
)(x) = x et L−1(

1

s+ 1
)(x) = e−x,

d’où

L−1(
1

s2(s+ 1)
)(x) = L−1(

1

s2
· 1

s+ 1
)(x)

=

∫ x

0

te−(x−t)dt,

i.e.,
f(x) = e−x + x− 1, x ≥ 0.

3.7 Tableaux de quelques fonctions usuelles

Le tableaux ci-dessous donne quelques transformées de Laplace des fonctions usuelles.

f(x) = L−1(F (s))(x) F (s) = L(f(x))(s)

H(x) 1
s
, Re(s) > 0

eax 1
s−a , Re(s) > a

sin(ax) a
s2+a2

, Re(s) > 0

cos(ax) s
s2+a2

, Re(s) > 0

xα, α > −1 Γ(α+1)
sα+1 , Re(s) > 0

xn, n ∈ N n!
sn+1 , Re(s) > 0

f(ax) 1
a
F ( s

a
)

e−axf(x) F (s+ a)

f(x− a)H(x− a) e−asF (s)

3.8 Application de la transformation de Laplace aux équations

différentielles

Soit l’équation différentielle linéaire à coefficients constants

any
(n)(x) + an−1y

(n−1)(x) + ...+ a0y(x) = f(x).
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Soit L(y(x))(s) = Y (s), alors

L(y′(x))(s) = sY (s)− y(0) et L(y′′(x))(s) = s2Y (s)− sy(0)− y′(0),

et plus généralement

L(y(n)(x))(s) = snY (s)− sn−1y(0)− ...− y(n−1)(0).

En appliquant la transformation de Laplace à l’équation différentielle précédente, on obtient
donc, par suite de la linéarité

(ans
n + an−1s

n−1 + ...+ a0)Y (s) + φ(s) = F (s),

équation dans laquelle φ(s) représente un polynôme de degré (n − 1) en s contenant
y(0), y′(0), ..., y(n−1)(0). On en déduit

Y (s) =
F (s)− φ(s)

ansn + an−1sn−1 + ...+ a0

,

et par conséquent, en appliquant la transformation inverse

y(x) = L−1(Y (s))(x).

Exercice 3.8. Trouver la solution de l’équation différentielle suivante

y′′ − 2y′ + y = xex, y(0) = 1, y′(0) = 0. (3.1)

Solution Soit L(y(x))(s) = Y (s), donc L(y′(x))(s) = sY (s) − y(0) = sY (s) − 1, L(y′′(x))(s) =

s2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y (s)− s.
En appliquant la transformation de Laplace à l’équation (3.1), on obtient

L(y′′(x))(s)− 2L(y′(x))(s) + L(y(x))(s) = L(xex)(s),

ce qui implique que

s2Y (s)− s− 2sY (s) + 2 + Y (s) =
1

(s− 1)2
,

i.e.,
Y (s) =

1

(s− 1)4
− 1

(s− 1)2
+

1

s− 1
,
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en appliquant la transformation de Laplace inverse, on obtient

y(x) = ex(
1

6
x3 − x+ 1).

3.9 Résolution des équations intégrales

La transformée de Laplace permet d’étudier un grand nombre d’équations intégrales.
• Une équation intégrale de Volterra de seconde espèce est une équation de la forme

ϕ(x)−
∫ x

0

k(x, t)ϕ(t)dt = g(x),

où g, k sont des fonctions connues et ϕ une fonction inconnue, la fonction k est le noyau de
cette équation. On considère le cas où le noyau dépend seulement de la différence x − t, i.e.,
k(x, t) = k(x − t) avec k à support dans R+. Soient F,G et K les transformées de Laplace
respectives deϕ, g et k. En appliquant aux deux membres de l’équation ci-dessus la transformée
de Laplace, on obtient

L(ϕ(x))(s)− L
(∫ x

0

k(x− t)ϕ(t)dt

)
(s) = L(g(x))(s),

alors on a
L(ϕ(x))(s)− L ((k ? ϕ)(x)) (s) = L(g(x))(s),

d’où
F (s)−K(s)F (s) = G(s),

par conséquent

F (s) =
G(s)

1−K(s)
, K(s) 6= 1.

L’original ϕ(x) de F (s) est la solution de l’équation intégrale.

Exercice 3.9. Déterminer la solution de l’équation intégrale suivante

ϕ(x)−
∫ x

0

sin(x− t)ϕ(t)dt = x2. (3.2)

Solution Soit F (s) = L(ϕ(x))(s).
L’équation (3.2) s’écrit sous la forme

ϕ(x)− sin(x) ? ϕ(x) = x2, x ≥ 0.
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En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres, on a

F (s)− 1

s2 + 1
F (s) =

2

s3
, Re(s) > 0,

i.e.,
F (s) =

2

s5
+

2

s3
, Re(s) > 0.

Par conséquent

ϕ(x) = L−1(F (s))(x) =
1

12
x4 + x2.

3.10 Résolution des équations aux dérivées partielles

La méthode de la transformée de Laplace peut-être utilisé pour résoudre certaines équations
aux dérivées partielles comme le montre l’exemple suivant

Exemple 3.3. Résoudre l’équation suivante

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, avec

u(x, 0) = sin(x), u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, 0 < x < π, t > 0.

Solution Soit U(x, s) = L(u(x, t))(s) la transformée de Laplace de u(x, t). On a

L(
∂u(x, t)

∂t
)(s) = L(

∂2u(x, t)

∂x2
)(s). (3.3)

On a L(∂u
∂t

)(s) =
∫ +∞

0
e−st ∂u(x,t)

∂t
dt et puisque L(f ′(x))(s) = sF (s)− f(0), alors

L(
∂u

∂t
)(s) = sU(x, s)− u(x, 0) = sU(x, s)− sin(x),
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et

L(
∂2u

∂x2
)(s) = L(

∂v

∂x
)(s), v =

∂u

∂x

=

∫ +∞

0

e−st
∂v(x, t)

∂x
dt

=
∂

∂x

∫ +∞

0

e−stv(x, t)dt

=
∂

∂x

∫ +∞

0

e−st
∂u(x, t)

∂x
dt

=
∂2

∂x2

∫ +∞

0

e−stu(x, t)dt

=
∂2U(x, s)

∂x2
,

alors l’équation (3.3) devient

∂2U(x, s)

∂x2
= sU(x, s)− sin(x),

i.e.,
∂2U(x, s)

∂x2
− sU(x, s) = − sin(x).

C’est une équation différentielle de second ordre à coefficient constant, alors la solution est

U(x, s) = yH(x) + yp(x).

L’équation homogène est

(H) :
∂2U(x, s)

∂x2
− sU(x, s) = 0,

l’équation caractéristique est r2 − s = 0⇒ r1 =
√
s, r2 = −

√
s, donc on a

yH(x) = c1e
√
sx + c2e

−
√
sx, c1, c2 ∈ R et yp(x) =

sin(x)

1 + s
,

alors la solution générale est

U(x, s) = c1e
√
sx + c2e

−
√
sx +

sin(x)

1 + s
, c1, c2 ∈ R.

On a U(0, s) = c1 + c2 et U(π, s) = c1e
√
sπ + c2e

−
√
sπ, d’autre part on a

U(0, s) =
∫ +∞

0
e−stu(0, t)dt = 0,

i.e.,
c1 + c2 = 0. (3.4)
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Et U(π, s) =
∫ +∞

0
e−stu(π, t)dt = 0

i.e.,
c1e
√
sπ + c2e

−
√
sπ = 0. (3.5)

De l’équation (3.4) et l’équation (3.5), on obtient

c1 = c2 = 0.

Alors la solution générale est

U(x, s) =
sin(x)

1 + s
.

En appliquant la transformée de Laplace inverse, alors on a

u(x, t) = L−1(U(x, s))(t)

= L−1(
sin(x)

1 + s
)(t)

= e−t sin(x).

Exercice 3.10. Soit la fonction Gamma

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt, x > 0.

1) Montrer que Γ(x+ 1) = xΓ(x) et Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N.
2) Calculer la transformée de Laplace de la fonction xαH(x), où H(x) est la fonction de Heavi-
side et α > −1.

3) Déduire L(xnH(x))(s).
4) Calculer L(

√
x)(s).

Solution 1) On a

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

txe−tdt

= [−txe−t]+∞0 + x

∫ +∞

0

tx−1e−tdt, par partie

= xΓ(x).

Et

Γ(n+ 1) = nΓ(n)

= n(n− 1)Γ(n− 1)

= n(n− 1)× ...× 2× 1× Γ(1),
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et Γ(1) =
∫ +∞

0
e−tdt = 1, ce qui implique que Γ(n+ 1) = n! .

2) On a

L(xαH(x))(s) =

∫ +∞

0

e−sx · xαdx, on pose sx = t ⇔ dt = sdx

=

∫ +∞

0

e−t(
t

s
)α
dt

s

=
1

sα+1
· Γ(α + 1).

3) Si α = n, on a

L(xnH(x))(s) =
Γ(n+ 1)

sn+1

=
n!

sn+1

4) Si α = 1
2
, on a

L(
√
x)(s) =

Γ(1
2

+ 1)

s
3
2

=
1
2
Γ(1

2
)

s
3
2

.

On a

Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

t−
1
2 e−tdt, on pose t = x2 ⇔ dt = 2xdx

= 2

∫ +∞

0

e−x
2

dx

= 2 ·
√
π

2
=
√
π.

Donc
L(
√
x)(s) =

√
π

2s
3
2

.
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